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11 ∫GhódG 1 - 1 ¢SQódG

تُستعملُ رموز الفترات لوصف المجموعات الجزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية، فيُستعمل الرمزان ” [ “   أو   ” ] “ 
للدلالة على انتماء طرف الفترة إليها، بينما يُستعملُ الرمزان ” ( “   أو   ” ) “ للدلالة على عدم انتماء طرف الفترة إليها. 

أما الرمزان ”∞-“ أو ”∞“ فيُستعملان للدلالة على أن الفترة غير محدودة.

IOhóëe äGôàaIOhóëe ô«Z äGôàa
áæjÉÑàªdGIôàØdG õeQáæjÉÑàªdGIôàØdG õeQ
a ≤ x ≤ b[a, b]x ≥ a[a, ∞)

a < x < b(a, b)x ≤ a(−∞, a]

a ≤ x < b[a, b)x > a(a, ∞)

a < x ≤ b(a, b]x < a(−∞, a)

−∞ < x < ∞(−∞, ∞)

اكتب كلاًّ من المجموعات الآتية باستعمال رمز الفترة:

(−8, 16]  −8 < x ≤ 16  (a 

(−∞, 11)  x < 11  (b 

  (−∞, −16] ∪ (5, ∞)  x > 5 أو x ≤ −16  (c  

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

x < −2 أو x > 9  (2C  a ≥ −3  (2B  −4 ≤ y < −1  (2A 

ر أن العلاقة هي قاعدة تربط عناصر مجموعة مثل  A (المدخلات) مع عناصر من مجموعة  ádGódG õ««ªJ: تذكَّ
مثل B (المخرجات)، حيث تُسمى A مجال العلاقة، وأما المجموعة B فتتضمن عناصر المد￯ جميعها، وهناك أربع 

طرق لتمثيل العلاقة بين مجموعتين من الأعداد الحقيقية هي:

É: جملة تصف كيفية ارتباط عناصر المجال  v«¶Ød  (1  
 .￯بعناصر المد

: يرتبط كل عنصر من المجال بالعنصر الذي  مثلاً   
.￯يزيد عليه قيمةً بمقدار 2 من المد

É: جدول من القيم أو مخطط سهمي أو  qkjOóY  (2  
ا من  مجموعة من الأزواج المرتبة تربط عنصرً
 .(y قيمة) ￯بعنصر من المد (x قيمة) المجال

 {(0, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 5)}: مثلاً

 ￯تحديد نقاط في المستو :É v«fÉ«H  (3  
الإحداثي تمثّل الأزواج المرتبة.

  

 x , y معادلة جبرية تربط بين الإحداثيين :É vjôÑL  (4  
y = x + 2 : لكل زوج من الأزواج المرتبة. مثلاً

أما الدالة فهي حالة خاصة من العلاقة.

 A áYƒªéªdG øe x ô°üæY πc §HôJ ábÓY »g B áYƒªée ≈dEG A áYƒªée øe f ádGódG  :»¶Ø∏dG ô«Ñ©àdG
 .B áYƒªéªdG øe y §≤a óMGh ô°üæ©H

 B áYƒªéªdG ≈dEG A áYƒªéªdG øe ábÓ©dG  :∫Éãe
 . kádGO πuãªJ QhÉéªdG §£îªdG »a á∏sãªªdG

.ádGódG ∫Éée A áYƒªéªdG πqãªJ å«M  
.{1, 2, 3, 4} = ∫ÉéªdG

.ádGódG ióe B áYƒªéªdG øª°†àJh  
.{6, 8, 9} = ióªdG


:IOhóëe ô«Z

 IOhóëe ô«Z IôàØdG ≈ª°ùJ 
 hCG OGOõJ É¡ª«b âfÉc GPEG

 ¿hO) OhóM ¿hO ¢ü≤æJ
. (∞ tbƒJ

2IôàØdG õeQ ∫Éª©à°SG


  :∩ , ∪ ¿GõeôdG

 ,(OÉëJG) “∪” õeôdG CGô≤oj
 ô°UÉæ©dG ™«ªL :»æ©jh

 Óc ≈dEG á«ªàæªdG
.ø«àYƒªéªdG

 ,(™WÉ≤J) “∩” õeôdG CGô≤oj
 ô°UÉæ©dG ™«ªL :»æ©jh

.ø«àYƒªéªdG ø«H ácôà°ûªdG


 :ióªdGh ∫ÉéªdG

 ,»°SÉ°SC’G Ωƒ¡ØªdG Gòg »a
 D õeôdG πª©à°ùj ¿CG øµªj

 õeôdGh , ∫ÉéªdG øY ô«Ñ©à∏d
:¿CG …CG ,ióªdG øY ô«Ñ©à∏d R

 D = {1, 2, 3, 4}
R = {6, 8, 9 }

ádGódG

1
2
3
4

6
7
8
9

A B
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كما يمكن تعريف الدالة على أنها مجموعة من الأزواج المرتبة التي لا يتساو￯ فيها الإحداثي x لزوجين مختلفين، 
وهندسيًّا لا يمكن لنقطتين من نقاط الدالة أن تقعا على مستقيم رأسي واحد في المستو￯ الإحداثي .

 iƒà°ùªdG »a •É≤ædG øe áYƒªée oπuã nªoJ  :»¶Ø∏dG ô«Ñ©àdG
 §```N …CG ™```£≤j º```d GPEG  á```dGO »```KGóME’G
 ø```e  ô```ãcCG  »```a  »```fÉ«ÑdG  É```¡∏«ãªJ  »```°SCGQ

.á£≤f

:êPƒªædG  

د ما إذا كانت y تمثِّل دالةً في x أم لا: في كل علاقة مما يأتي، حدّ

تمثّل قيم x رقم الطالب، وقيم y درجته في اختبار الفيزياء.  (a  

ترتبط كل قيمة لـ x بقيمة واحدة لـ y ؛ إذ لا يمكن للطالب الحصول على درجتين مختلفتين في اختبار واحد؛   
. x تمثل دالةً في y لذا فإن

 (c   (b 

x

y

O

4

−4

−8

8

8−4−8 4

  

x y

-8 -5

-5 -4

0 -3

3 -2

6 -3
  

بما أنه يوجد خط رأسي مثل: x = 4 يقطع التمثيل 
. x لا تمثّل دالةً في y ّالبياني في أكثر من نقطة ، فإن

  

ترتبط كل قيمة لـ x بقيمة واحدة لـ y ، وعليه 
 . x تمثل دالةً في y فإن

  

 y  2  − 2x = 5  (d  

.y حلّ المعادلة بالنسبة لِـ ، x تمثّل دالةً في y د ما إذا كانت كي تحدّ   

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG   y  2  − 2x = 5    

ø«aô£dG Óµd 2 x ∞°VCG   y  2  = 5 + 2x    

ø«aô£dG Óµd »©«HôàdG QòédG òN  y = ±   √ ��� 5 + 2x     

، y الأكبر من 2.5- ترتبط بقيمتين لِـ x ؛ لأن كل قيمة من قيم x لا تمثّل دالةً في y   
إحداها موجبة ، والأخر￯ سالبة.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

تمثّل قيم x كمية الاستهلاك الشهري لأسرة من الكهرباء، أما قيم y فتمثّل المبلغ المستحق مقابل الاستهلاك.  (3A 

3y + 6x = 18  (3D   (3C   (3B y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

  

x y

-6 -7

2 3

5 8

5 9

9 22
  


 :É v«dhóL

 π«ãªàdG »°SCGôdG §îdG ™£b GPEG
 ,á£≤f øe ôãcCG »a »fÉ«ÑdG

 ôãcCÉH §ÑJôJ x º«b ióMEG ¿EÉa
 Éªc , y º«b øe áª«b øe

:√ÉfOCG ∫hóédG í°Vƒj

x y

-2 -4

3 -1

3 4

5 6

7 9

»°SCGôdG §îdG QÉÑàNG
y

xO

3∫GhO πqãªJ »àdG äÉbÓ©dG ójóëJ


:y  º«b É¡«a QôµàJ ∫GhO

 øe ôãcCG §ÑJôJ ¿CG øµªj ’
 x ` pd IóMGh áª«≤H y ` pd áª«b
 ¿CG øµªj Éªæ«H ,ádGódG »a

 ôãcCÉH y ` pd IóMGh áª«b §ÑJôJ
 ∫ÉãªdG »a Éªc x `d áª«b øe

. 3b
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، x التي ترتبط بقيمة y تمثّل قيمة f (x) وبما أن . x عند f ويعني قيمة الدالة ( x الـ  f  ) قرأ ا للدالة ، ويُ يُستعملُ f (x)  رمزً
. y = f (x) :فإننا نكتب

ádOÉ©ªdÉH á£ÑJôªdG ádGódG  ádOÉ©ªdG  
f (x) = −6x  y = −6x  

ا. ا تابعً . ويمثل المتغير y قيم المد￯ ويسمى متغيّرً ا مستقلاًّ يمثّل المتغير x قيم المجال ويسمى متغيّرً

إذا كان f (x) =  x  2  + 8x – 24 ، فأوجد قيمة الدالة في كلٍّ مما يأتي: 

f (6)  (a  

. f (x) =  x  2  + 8x − 24 في الدالة x ض 6 مكان لإيجاد f (6) ، عوّ   

á«∏°UC’G ádGódG  f (x) =  x  2  + 8x − 24   

 x ¿Éµe 6 ¢V uƒY  f (6) = (6 )  2  + 8(6) − 24   

§ u°ùH  = 36 + 48 − 24   

§ u°ùH  = 60   

f (−4x)  (b  

á«∏°UC’G ádGódG   f (x) =  x  2  + 8x − 24   

x ¿Éµe −4x ¢V uƒY  f (-4x) = (-4x )  2  + 8(-4x) − 24   

§ u°ùH   = 16  x   2  − 32 x − 24   

f (5c + 4)  (c  

á«∏°UC’G ádGódG  f (x) =  x  2  + 8x − 24   

x ¿Éµe (5c + 4) ¢VuƒY  f (5c + 4) = (5c + 4 )  2  + 8(5c + 4) − 24   

8(5c + 4) h (5c + 4 )  2  ¢SGƒbC’G ∂a  = 25 c  2  + 40c + 16 + 40c + 32 − 24   

§ u°ùH  = 25 c  2  + 80c + 24   
∂ª¡a øe ≥≤ëJ

f (x) =   2x + 3، فأوجد قيمة الدالة في كلٍّ مما يأتي:
 _ 

 x  2  − 2x + 1
إذا كانت    

f (−3a + 8)  (4C  f (6x)  (4B  f (12)  (4A 

ا أو تجعل  إذا لم يذكر مجال الدالة فإنه يكون مجموعة الأعداد الحقيقية، مع استثناء القيم التي تجعل مقام الكسر صفرً
ا سالبًا إذا كان دليل الجذر زوجيًّا. ما تحت الجذر عددً

د مجال كلٍّ من الدوال الآتية: حدِّ
f (x) =   2 + x

 _ 
 x   2  - 7x

   (a  

ا، وبحل المعادلة x   2  - 7x = 0  ، فإن القيم المستثناة  فة إذا كان المقام صفرً  _ x + 2   غير معرّ
 x  2  - 7x

تكون العبارة      

  x = 0  وعليه يكون مجال الدالة هو مجموعة الأعداد الحقيقية عدا ،x = 7  و  x = 0 من المجال هي 
.D = (-∞, 0) ∪(0, 7) ∪(7, ∞)  أو  D = {x | x ≠ 0, x ≠ 7, x ∈ R} أي ، x = 7 و

g(t) =   √ ��� t - 5   (b  
بما أن الجذر التربيعي للعدد السالب غير معرف، فيجب أن تكون  t - 5 ≥ 0 ؛ أي أن مجال الدالة g هو    

.D = [5, ∞) أو D = {x | x ≥ 5, x ∈ R} مجموعة الأعداد الحقيقية الأكبر من أو تساوي 5 أي أن

4ádGódG º«b OÉéjEG

( Ω 1707 – Ω 1783 ) ô∏jhCG OQÉfƒ«d
 øe ôãcCG Öàc …ô°ùjƒ°S »°VÉjQ ºdÉY

 ∫hCG ƒgh , äÉ«°VÉjôdG »a åëH 800

. f (x) ádGódG õeQ πª©à°SG øe


 :ádGódG ∫Éée

 ádGódG ∫Éée áHÉàc ∂æµªj
 á≤jô£dÉH 5a ∫ÉãªdG »a

:πµ°ûdÉH Iô°üàîªdG
 D = R - {0, 7}

5É vjôÑL ádGódG ∫Éée ójóëJ


 :∫GhódG á«ª°ùJ

 ádGódG øY ô«Ñ©àdG ∂æµªj
 π≤à°ùªdG Égô«¨àeh

 , kÓãªa iôNCG RƒeôH
f (x) =   √ ��� x - 5  

 g(t) =   √ ��� t - 5   h
 .É¡°ùØf ádGódG øY ¿GôÑ©j
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  h(x) =   1 _ 
  √ ���  x  2  - 9   

   (c  

ا، وهذا يعني أنها معرفة عندما  رفًا، وقيمته لا تساوي صفرً فة إذا كان المقام معّ تكون هذه الدالة معرّ   

 h (x) ويكون مجال ،   
 √ �  x  2    = |x|؛ لأن|x| > 3  وهذا يعني أن  x  2  > 9 وعليه فإن ،  x  2  - 9 > 0  يكون

.D = (- ∞, -3) ∪ (3,  ∞)  أو  D = {x|x < -3 أو x > 3, x ∈ R}  هو

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 g(x) =   8x _ 
  √ ��� 2x + 6  

   (5C  h(a) =   √ ���  a  2  - 4   (5B  f (x) =   5x - 2 __ 
 x  2  + 7x + 12

   (5A 

ى مثل هذه الدوال الدوالّ المتعددة التعريف. ف بعض الدوال بقاعدتين أو أكثر وعلى فترات مختلفة ، وتُسمّ تُعرَّ

ƒW∫: إذا كانت العلاقة بين أكبر معدل لطول الطفل h(x) بالبوصة، وأكبر طول لوالديه x بالبوصة معطاة بالدالة:

h(x) =  

 
 

    


  
 1.6x - 41.6  ,  63 < x < 66
 3x - 132   ,  66 ≤ x ≤ 68
 2x - 66 , x > 68

 فأوجد أكبر معدل لطول الطفل في كلٍّ من الحالتين الآتيتين: 

 .á°UƒH 67 ¬jódGƒd ∫ƒW ôÑcCG  (a  

.h(67)  لإيجاد h(x) = 3 x - 132 بما أن 67 واقعة بين 66 و 68 ، فإننا نستعمل القاعدة   

66 ≤ x ≤ 68 IôàØdG »a ádGódG ∞jô©J    h(x) = 3x - 132   

 x ¿Éµe 67 ¢V uƒY   h(67) = 3(67) - 132   

§ u°ùH   =  201 - 132 = 69   

بناءً على هذه الإجابة فإن الطفل الذي يبلغ أكبر طول لوالديه 67 بوصة، يكون أكبر معدل ممكن لطوله    
69 بوصة.

.á°UƒH 72 ¬jódGƒd ∫ƒW ôÑcCG  (b  

. h(72) لايجاد h(x) = 2x - 66 بما أن 72 أكبر من  68، فإننا نستعمل القاعدة   

x > 68 IôàØdG »a ádGódG ∞jô©J   h(x) = 2 x - 66        

 x ¿Éµe 72 ¢V uƒY  h(72) = 2(72) - 66      

§ u°ùH        = 144 - 66 = 78   

بناءً على هذه الإجابة، فإن الطفل الذي يبلغ أكبر طول لوالديه 72 بوصة، يكون أكبر معدل ممكن لطوله    
78 بوصة.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 t بالميل لكل ساعة تُعطَى بالدالة المتعددة التعريف الآتية، حيث الزمن v(t) إذا كانت سرعة مركبة :áYô°S  (6  
بالثواني:

v (t) =  

 
 

    


  
 4t , 0 ≤ t ≤ 15
 60 , 15 < t < 240 
 -6 t + 1500 , 240 ≤ t ≤ 250

  

فأوجد كلاًّ مما يأتي:

v(245)  (6C  v(15)  (6B  v(5)  (6A 

66∞jô©àdG IOó©àªdG ádGódG º«b OÉéjEG


 :IQÉ«°ùdG áYô°S

 IOÉY IQÉ«°ùdG áYô°S ¢SÉ≤J
 πµd ôàeƒ∏«µdÉH hCG π«ªdÉH

 πc ô«¨àJ ¿CG øµªjh ,áYÉ°S
 âÑãe πª©à°ùj ºd Ée á«fÉK

.áYô°ùdG
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اكتب كل مجموعة مما يأتي باستعمال الصفة المميزة للمجموعة، 
(1, 2 ¿’ÉãªdG) :وباستعمال رمز الفترة إن أمكن

x < -13  2(  x > 50  1(  

{-3, -2, -1, …}  4(  x ≤ -4  3(  

x > 21 أو x < -19  6(  -31 < x ≤ 64  5(  

x > 86 أو x ≤ -45  8(  x ≥ 67 أو x ≤ 61  7(  

x ≥ 32  10( المضاعفات الموجبة للعدد 5   9(  

( 3 ∫Éãe) :أم لا x تمثل دالةً في y في كل علاقة مما يأتي، حدد ما إذا كانت

المتغير المستقل x يمثِّل رقم الحساب في البنك، والمتغير y يمثّل   11(  
الرصيد في الحساب.

x 0.01 0.04 0.04 0.07 0.08 0.09

y 423 449 451 466 478 482

 12(  

 x  2  = y + 2  14(    1 _ x   = y  13(  

  x _ y   = y - 6  16(    √ �� 48y   = x  15(  

y

xO

 18(  y

xO

 17(  

    

( 4 ∫Éãe) :أوجد قيم كل دالة من الدوال الآتية

 g(x) = 2 x  2  + 18x - 14  19(  

 g(9)  (a  

 g(3x)  (b  

   g(1 + 5m)  (c  

h(y) = -3 y  3  - 6y + 9  20(  

h(4)  (a  

h(-2y)  (b  

h(5b + 3)  (c  

 f(t) =   4t + 11 _ 
3 t  2  + 5t + 1

    21(  

f (-6)  (a  

f (4t)  (b  

f (3 - 2 a)  (c  

g(x) =   3 x  3  _ 
 x  2  + x - 4

   22(  

g(-2)  (a  

g(5x)  (b  

g(8 - 4b)  (c  

g(m) = 3 +   √ ���  m  2  - 4   23(  

 g(-2)  (a  

g(3m)  (b  

g(4m - 2)  (c  

t(x) = 5  √ �� 6 x  2    24(  
t(-4)  (a  

t(2x)  (b  

t(7 + n)  (c  

äÉ©«Ñe: قُدرت مبيعات شركة   25(  
للسيارات خلال خمس سنوات بالدالة: 

f (t) = 24 t  2  - 93t + 78 ، حيث 
t الزمن بالسنوات، وكانت المبيعات 

الفعلية موضحة في الجدول المجاور.  
( 4 ∫Éãe)

. f (1)  أوجد  (a  

. f (5)  أوجد  (b  

c)   هل تعتقد أن القاعدة f (t)  أكثر دقة في السنة الأولى، أم في   
ر إجابتك. السنة الأخيرة؟ برِّ

( 5 ∫Éãe) :د مجال كل دالة مما يأتي حدّ

g(x) =   x + 1 __ 
 x  2  - 3x - 40

   27(  f (x) =   8x + 12 _ 
 x  2  + 5x + 4

   26(  

h(x) =   √ ��� 6 -  x  2    29(  g(a) =   √ ��� 1 +  a  2    28(  

 f (x) =   2 _ x   +   4 _ 
x + 1

   31(  f (a) =   5a _ 
  √ ��� 4a − 1   

   30(  

AÉjõ«a: يعطى زمن الدورة T لبندول ساعة  32(  

� √     T = 2π، حيث � طول �   � _ 
9.8

بالصيغة     
البندول، فهل تمثّل T دالة في �؟ إذا كانت 

د مجالها، وإذا لم تكن دالة فبيِّن  كذلك فحدِّ
 ( 5 ∫Éãe) .السبب



áæ°ùdG
 äÉ©«ÑªdG
 ø«jÓªH
ä’ÉjôdG

11

23

314

474

5219

�

T
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( 6  ∫Éãe)  :لكلٍّ من الدالتين الآتيتين  f (12) َو  f (-5)  أوجد

       f (x) =  

 
 

    


  
 -4x + 3 , x < 3
 - x  3  , 3 ≤ x ≤ 8
 3 x  2  + 1 , x > 8

 33(  

f (x) =  
        � 

 
 

    
 �        

  
 -15    , x < -5

   √ ��� x + 6   , -5 ≤ x ≤ 10

   2 _ x   + 8 , x > 10

 34(  

πªY: تمثل الدالة T (x) أدناه الربح (بالريال) الذي تكسبه شركة   35(  
توزيع لأجهزة هاتف:

T(x) =  
        � 

 
 

    
 �        

  
 2.1x , 0 < x ≤ 7000
 500 + 2.4x , 7000 < x ≤ 20000
 800 + 3x , 20000 < x ≤ 80000

  

عة، فأوجد: حيث x تمثّل عدد الأجهزة الموزَّ   
.  T(7000) , T(10000) , T(50000)

د ما إذا كان كل من التمثيلين الآتيين  ا على اختبار الخط الرأسي ، حدِّ معتمدً
ر إجابتك. يمثّل دالة أم لا، وبرِّ

 37(   36(  y

O−8 −4 x84

−8

−4

4

8

  

y

xO

  

á°VÉjQ: تتكون مسابقة رياضية من ثلاث مراحل: سباحة   38(  
مسافة mi 0.4 ، وقيادة دراجة هوائية مسافة mi 5 ، وجري مسافة 
mi 2.6 . فإذا كان معدل سرعة عزام في كل مرحلة من المراحل 

الثلاث كما في الجدول أدناه:

á∏MôªdGáYô°ùdG ∫ó©e
áMÉÑ°ùdG4 mi/ h

áLGQódG IOÉ«b20 mi/ h

…ôédG6 mi/ h

اكتب دالة متعددة التعريف تمثّل المسافة D التي قطعها عزام   (a  
.t بدلالة الزمن

د مجال الدالة. حدِّ  (b  

.C  ومحيطها A يمثّل الشكل أدناه دائرة مساحتها :á°Sóæg  39(  

A

C

اكتب المساحة كدالة في المحيط.  (a  

ا إلى أقرب جزء من مئة. أوجد A(4), A(0.5) مقربً  (b  

ما تأثير زيادة المحيط في المساحة؟  (c  

äÉHÉ°ùM: تتناقص قيمة أجهزة الحاسوب بعد شرائها مع مرور   40(  
الزمن. وتُستعملُ الدوال الخطية لتمثيل هذا التناقص. فإذا كانت 

v(t) = 1800 – 30 t تمثّل قيمة حاسوب بالريال، بعد t شهر من 
د مجال هذه الدالة. شراءه. فحدِّ

   , f (a) , f (a + h)  ، حيث h ≠ 0 لكلٍّ مما يأتي:   
f (a + h) - f (a)

  __ 
h

أوجد   

f (x) =   √ � x   42(  f (x) = -5  41(  

f (x) =  x  2  - 6x + 8  44(  f (x) =   1 _ 
x + 4

   43(  

f (x) =  x  3  + 9  46(  f (x) = −14x + 6  45(  

f (x) =  x  3  48(  f (x) = 5 x  2  47(  

áYÉæ°U: في أحد المعامل الوطنية يتم صنع أغلفة بريدية متفاوتة   49(  
الأبعاد، بحيث تكون نسبة طول الغلاف إلى عرضه من 1.3 إلى 

2.5، فإذا كانت أصغر قيمة لطول الأغلفة المنتجة in 5 ، وأكبر قيمة 

 _ 1  11 ، فأجب عما يأتي:
2
   in





اكتب مساحة الغلاف A كدالة في طوله � ، إذا كانت نسبة طول   (a  
الغلاف إلى عرضه 1.8 ، ثم اكتب مجال الدالة.

اكتب مساحة الغلاف A كدالة في عرضه h ، إذا كانت نسبة   (b  
طول الغلاف إلى عرضه 2.1 ، ثم اكتب مجال الدالة.

أوجد مساحة الغلاف عند أكبر طول ممكن له ، وأكبر نسبة بين   (c  
طوله وعرضه.

ر  د ما إذا كانت y تمثل دالة في x أم لا. برِّ في كلٍّ من العلاقتين الآتيتين، حدّ
إجابتك.

x =  y  3  51(  x = |y|  50(  
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 ￯سوف تستقصي في هذه المسألة مد :IOó©àe äÓ«ãªJ  52(  
.n�N           f (x) =  x  n  الدالة

  f (x) =  x  n  استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل الدالة :É v«fÉ«H  (a  
بيانيًّا لقيم n الصحيحة من 1 إلى 6.

 ،a كل دالة من الدوال التي مثَّلتها في الفرع ￯تنبأ بمد :É v«dhóL  (b  
واعرضه في جدول يتضمن قيم n ، والمد￯ المرتبط بكل منها.

ن مد￯ الدالة f (x) عندما يكون n زوجيًّا. É: خمّ v«¶Ød  (c  

ا. ن مد￯ الدالة f (x) عندما يكون n فرديًّ É: خمّ v«¶Ød  (d  


CÉ£îdG ∞°ûàcG: أراد كلّ من عبد الله وسلمان تحديد مجال الدالة   53(  

 _ f (x) =   2  . فقال عبد الله: إن المجال هو 
 x  2  - 4

    

(∞ ,2) ∪ (2- ,∞-) . في حين قال سلمان: أن المجال هو   

ر  {x | x ≠ -2, x ≠ 2, x ∈ R} . فأيهما كانت إجابته صحيحة؟ برّ

إجابتك.

  __ f(x) =   1  باستعمال كل 
(x + 3)(x + 1)(x - 5)

)54  اكتب مجال الدالة      

من رمز الفترة والصفة المميزة للمجموعة. أي الطريقتين تفضل؟ 

ولماذا؟

 G(1) = 1 , G(2) = 2 , G(3) = 3 دالة فيها G(x) إذا كانت  : xóëJ  55(  

.G(6) فأوجد ، x ≥ 3 لكل G(x + 1) =   
G(x - 2) G(x - 1) + 1

  __ 
G(x)

   و   

فة من المجموعة X إلى  ôjôÑJ: أيُّ الجمل الآتية تصف الدالة المعرَّ
المجموعة Y بشكل صحيح، وأيها خاطئة، وإذا كانت خاطئة، فأعد كتابتها 

لتصبح صحيحة.
. X بعنصر واحد من Y يرتبط كل عنصر من  56(  

. Y بالعنصر نفسه من X لا يرتبط عنصران أو أكثر من  57(  

. X بالعنصر نفسه من Y لا يرتبط عنصران أو أكثر من  58(  

ح كيف يمكنك تحديد الدالة من خلال: ÖàcG: وضّ
.￯جملة لفظية تبيّن العلاقة بين عناصر المجال وعناصر المد  59(  

مجموعة أزواج مرتبة.  60(  

جدول قيم.  61(  

تمثيل بياني .  62(  

معادلة.  63(  

 


(á≤HÉ°S IQÉ¡e) :ط كل عبارة مما يأتي بسّ

   r  2  - 7r - 30  __  
 r  2  - 5r - 24

   65(    2r - 4 _ r - 2   64(  

  
  1 _ a   +   1 _ 

4
  
 _ 

  1 _ 
 a  2 

   -   1 _ 
16

  
   67(    

y
 _ 

4
   -   

4y
 _ 

3x
   +   

3y
 _ 

4x
   66(  

  6 x  2  - 11x + 4  __  
6 x  2  + x - 2 

   ·   12 x  2  + 11x+2  __  
8 x  2  + 14x + 3

   68(  

(á≤HÉ°S IQÉ¡e) :حل كلاًّ من المعادلتين الآتيتين

x -   1 _ 
2
   =   3 _ 

2
   70(    8 _ x   = 1 +   2 _ 

x - 2
   69(  

(á≤HÉ°S IQÉ¡e) :حل كلاًّ من المتباينتين الآتيتين

  6 _ x   + 2 ≥ 0  72(    x + 1 _ 
x - 3

   - 1 ≤ 2  71(  



ا: أي العبارات الآتية صحيحة دائمً   

الدالة لا تمثل علاقة.  A  

كل دالة تمثل علاقة.  B  

كل علاقة تمثل دالة.  C  

العلاقة لا تكون دالة.  D  

أيٌّ مما يأتي يمثل مجال الدالة:    

h (x)  =     
√ ���  2x - 3  

 _ 
x - 5

    

x ≠ 5  A  

x ≥   3 _ 
2
   B  

x ≥   3 _ 
2
   , x ≠ 5  C  

x ≠   3 _ 
2
   D  

، حيث

73(

74(



y

x

y = f (x)

(x, f (x))

x

f  (x)f  (1)

f  (-2)
-2 1O

















0

10

20

30

1432
1 2 3 4 5 6 7 8

ôªMC’G ∫Ó¡dGh áë°üdG äÉ°ü°üôªMC’G ∫Ó¡dGh áë°üdG äÉ°ü°ü

y = f (x)

18-27.indd   18 6/12/19   9:00 AM



الدر�س 2 - 1 تحليل اللمثييت النيابيا للدوال والليلات 19

∂ª¡a øتح≥≤ م
ا�صتªãار: تمثل الدالة: v (d) = 0.002 d  4  - 0.11 d  3  + 1.77 d  2  - 8.6d + 31, 0 ≤ d ≤ 20  تقديرًا   )1  
لاستثمارات أحد رجال الأعمال في السوق المحلية؛ حيث v(d) قيمة الاستثمارات بملايين الريالات في 

.d السنة



















6
0

12
18
24
30
36
42


2 4 6 8 10 12 14 16 18 20



ا. استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة الاستثمارات في السنة العاشرة. ثم تحقّق من إجابتك جبريًّ  )1A 

استعمل التمثيل البياني لتحديد السنوات التي بلغت فيها قيمة الاستثمارات 30 مليون ريال. ثم تحقّق من   )1B 
ا. إجابتك جبريًّ

لا يقتصر استعمال منحنى الدالة على تقدير قيمها، إذ من الممكن استعماله لإيجاد مجال الدالة ومداها. حيث يُعدُّ 
د بنقطة أو دائرة. ا من طرفيه إلا إذا حُدِّ منحنى الدالة ممتدًّ

أوجد مجال الدالة f  ومداها باستعمال التمثيل البياني المجاور .

المجال:
. x = -8 تدل النقطة عند (10- ,8-) على أن المجال يبدأ عند  •

 . f ليست في مجال x = -4 تدل الدائرة عند النقطة (4 ,4-) على أن  •

يدل السهم على الجهة اليمنى من المنحنى على استمرارية المنحنى من اليمين   •
دون حدود )دون توقف(. 

مما سبق يكون مجال الدالة  f  هو (∞ ,4-) ∪ (4- ,8-] . وباستعمال الصفة المميزة للمجموعة يكون المجال 
. {x | x ≥-8, x ≠ -4, x ∊ R} هو

:￯المد
إن أقل قيمة للدالة هي f (-8)  أو 10- ، وتزداد قيم f (x)  بلا حدود عندما تزداد قيم x ، لذا فإن مدى الدالة  f  هو 

. [-10, ∞)

∂ª¡a øتح≥≤ م
 )2B   )2A 

    

2iدªالh ∫اéªال OاéيEا

y

xO

−4

−8

−4−8

4

4 8

y = f (x)


اNتيار التدريè الªنا�صب:  
 øم xلµا لkا�سنæا م kéjتدر ôلNا

 øم øµلللم x, y øjرƒالمح
. ìƒسVƒالدالا ب ≈æحæا مjDرو

 ôgلي± اللمثيل ال¶اNا ßMلا
 f (x) =  x  4  - 20 x  3  للدالا

اOCبا√.

y

−4−8

8

4

−4

−8

4 8 x

y = g (x)

O

y

x

−4

−4

8

4

4 8O

y = g (x)
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النقطة التي يتقاطع عندها المنحنى مع المحور x أو المحور y تسمى المقطع من ذلك المحور. ويمكن الحصول على 
المقطع x بتعويض y = 0 في معادلة الدالة، كما يمكن الحصول على المقطع y  بالتعويض عن  x = 0  في معادلة الدالة. 
وبشكل عام فإنه ليس من الضروري أن يكون للدالة مقطع x، وقد يكون هناك مقطع x واحد أو أكثر، وأما بالنسبة للمقطع 

y فإن للدالة مقطع واحد على الأكثر.

y

x

x
O

y

. f(0) ا، فإننا نوجد ولإيجاد المقطع y لمنحنى الدالة f جبريًّ

ا: استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين أدناه، لإيجاد قيمة تقريبية للمقطع y، ثم أوجده جبريًّ

 )b   )a y

xO

g(x)= |x- 5| - 1

  

y

x

f (x)=   2x3+ 4__
3

O

  

الت≥دير مø التãªيل البيان«:
يتضح من الشكل أنg(x)   يقطع المحور 

 y عند النقطة (4 ,0) ، وعليه فإن المقطع y
هو 4 .

  

الت≥دير مø التãªيل البيان«:
 y يقطع المحور  f(x) يتضح من الشكل أن

 _ 1  1 ,0) تقريبًا، وعليه فإن المقطع 
3
عند النقطة (  

 _ 1  1 تقريبًا.
3
y هو      

ا: vبريL الحل
.g(0)  أوجد قيمة

 g(0) = |0 - 5| - 1 =  4

أي أن المقطع y هو 4 .
  

ا: vبريL الحل
. f(0) أوجد قيمة

 f(0) =   -2(0 )  3  + 4
 _ 

3
   =    4 _ 

3
   = 1   1 _ 

3
  

. 1   1 _ 
3
 _ 4   أو   

3
أي أن المقطع y هو       

∂ª¡a øتح≥≤ م
 )3B   )3A y

x

−4

−8

−4−8

8

4

4 8O

h(x)=   √x 2+ 6  

  

y

xO

−4

−2−4

8

12

4

2 4

f (x)=x3+ x2- 6x+ 4

  

تُسمى المقاطع x لمنحنى الدالة أصفار الدالة، وتُسمى حلول المعادلة المرافقة للدالة جذور المعادلة. ولإيجاد أصفار 
دالة f ، فإننا نحل المعادلة f (x)= 0  بالنسبة للمتغير المستقل.

3y ™£≤ªال OاéيEا


 »a øريƒحªية الªصùت

التãªيل البيان«: 
 »a øjرƒسم« المحùoدما تæY

 ôن المل¨يEاa ,»اللمثيل النياب
الj …òدل Yل≈ المéال ƒµjن 

 ôوالمل¨ي , x رƒل≈ المحY
الj …òدل Yل≈ المدƒµj iن 

Yل≈ المحƒر y . وjمøµ اCن 
تùسللمل مل¨يôات cثيôة لµل 
 øµول .iال والمدéالم øم

لللùسهيل بùسم« YاOةk المحƒر 
. y »س�Cاôوال x »قaCالا


 :x , y øريƒحªال èتدري

اPEا لj º¶هô اللدرY èjل≈ 
المحƒرa x , y øj« اللمثيل 

النياب«, òaل∂ jلæ« اCن 
اللدرèj بالMƒدات.

:3a المثال ô¶اب

y

x2 3 41

1
2
3
4

-1-2-3-4 O
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f (x) = 2 x  2  + x - 15 استعمل التمثيل البياني المجاور، الذي يمثل الدالة

ا. لإيجاد قيم تقريبيّة لأصفارها، ثم أوجد هذه الأصفار جبريًّ

الت≥دير مø الªنحن≈:
يتضح من التمثيل البياني أن مقطعي المحور x هما 3- وَ 2.5 تقريبًا.

لذا فإن صفري الدالة  f  هما 3- وَ 2.5

ا: vبريL الحل
 f(x) = 0 ™سV  2 x  2  + x - 15 = 0

Mلuل  (2x - 5)(x + 3) = 0

…ôØسüال Üôسيا ال†سUاN  x + 3 = 0  2  أوx - 5 = 0

Mل cل ملاOلا   x = -3     أو        x = 2.5

. f  2  هما 3- وَ 2.5 وهما صفرا الدالة x  2  + x - 15 = 0  أي أن جذري المعادلة

∂ª¡a øتح≥≤ م
 )4B   )4A 

  

y

x−2−4

8

4

−4

−8

42O

f (x)= 3x3- 10x2+ 8x

  

التªاKل: يوجد لتمثيلات العلاقات البيانية نوعان من التماثل: التماثل حول مستقيم ، حيث يمكن طي الشكل على 
المستقيم لينطبق نصفا المنحنى تمامًا ، و التماثل حول نقطة أي إذا تم تدوير الشكل بزاوية قياسها °180 حول النقطة 

فإنه لا يتغير. وفيما يأتي تلخيص لأهم أنواع التماثل:

ا’Nتبار الéبر…النêPƒªاNتبار التãªيل البيان«

 kيKن تمثيل الليلا النياب« ملماƒµj
ƒMل المحƒر x , اPEا وaق§  اPEا تحق≤ 

dÉàdG •ô°ûdG«: اPEا cابâ الæق£ا  
(x, y)واللا Yل≈ اللمثيل النياب« , aاEن 

ا. kس†jCلي¬ اY ™تق (x, -y) ق£اæال

y

x

(x, y)

(x, -y)

O

 y انµم -yس†jƒان تلc اPEا
jل£« ملاOلا مµاÄaا .

 kيKن تمثيل الليلا النياب« ملماƒµj
ƒMل المحƒر y , اPEا وaق§  اPEا تحق≤ 

 (x, y) ق£اæال âابc اPEا :»dÉàdG •ô°ûdG
واللا Yل≈ اللمثيل النياب« , aاEن الæق£ا

ا. kس†jCلي¬ اY ™تق (-x, y)

y

x

(x, y)(-x, y)

O

 x انµم -x س†jƒان تلc اPEا
jل£« ملاOلا مµاÄaا .

 kيKن تمثيل الليلا النياب« ملماƒµj
ƒMل بق£ا الاUCسل , اPEا وaق§ اPEا تحق≤ 
 (x, y) ق£اæال âابc اPEا :»dÉàdG •ô°ûdG

واللا Yل≈ اللمثيل النياب« , aاEن الæق£ا 
ا. kس†jCلي¬ اY ™تق (-x, -y)

y

x

(x, y)

(-x, -y)

O

 x انµم -x س†jƒان تلc اPEا
و y- مµان j yل£« ملاOلا 

مµاÄaا.

2صفارUC’ا OاéيEا

y

x

−4

−8

−12

−4−8 4 8O

f (x)= 2x2+ x- 15

y

xO

th( ) =   √4t+ 1  

لKاªتبارات التNا 
تªاKل العbÓات hالدhا∫:  
 x رƒل المحƒM لKن اللماƒµj
للليلات aق§ . اCما اللماKل 

ƒMل المحƒر y وبق£ا 
الاUCسل aيƒµن للليلات 

والدوال.
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استعمل التمثيل البياني لكل من المعادلتين الآتيتين لاختبار التماثل حول المحور x والمحور y ونقطة الأصل. 
ا. ا، ثم تحقَّق منها جبريًّ ز إجابتك عدديًّ عزِّ

x -  y  2  = 1  )a 

ا: vيانيH التح∏يل   

يتضح من التمثيل البياني أن المنحنى متماثل حول المحور x ؛ لأنه لكل نقطة    
(x, y) على المنحنى، فإن النقطة (x, -y) تقع أيضًا على المنحنى.

ا: vيOدY õيõالتع   

: x يبين الجدول أدناه وجود تماثل حول المحور   

x 2 2 5 5 10 10

y 1 -1 2 -2 3 -3

(x, y) (2, 1) (2, -1) (5, 2) (5, -2) (10, 3) (10, -3)   

ا: vبريL ≥≤التح   

. x فإن المنحنى متماثل حول المحور ،x -  y  2  = 1 تكافئ x - (-y )  2  = 1 بما أن المعادلة   

x y = 4  )b 

ا: vيانيH التح∏يل   

يتضح من التمثيل البياني أن المنحنى متماثل حول نقطة الأصل؛ لأنه لكل نقطة    
(x, y) على المنحنى، فإن النقطة (x, -y-) تقع أيضًا على المنحنى.

ا: vيOدY õيõالتع   

يبين الجدول الآتي وجود تماثل حول نقطة الأصل:   

x -8 -2 -0.5 0.5 2 8

y -0.5 -2 -8 8 2 0.5

(x, y) (-8, -0.5) (-2, -2) (-0.5, -8) (0.5, 8) (2, 2) (8, 0.5)   

ا: vبريL ≥≤التح   

بما أن المعادلة 4 = (y-)(x-) تكافئ xy = 4، فإن المنحنى متماثل حول نقطة الأصل.   

∂ª¡a øتح≥≤ م
 )5B   )5A 

    

5لKاªتبار التNا 
التªاKل: 

مø الممøµ اCن ƒµjن لللمثيل 
 ´ƒب øم ôثcCد اMاƒالنياب« ال

تماKل.
y

x

−4

−8

8

4

4 8 12

x- y2= 1

O

y

x

8

4

-4

-8

4-4-8 8O

xy = 4

y

x

−8

−4

−8 −4

8

4

4 8O

x2+ y2= 25

y

x

−4

−4−8

−8

8

4

4 8O

y=-x2+ 6
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يمكن أن تتماثل منحنيات الدوال حول المحور y فقط أو حول نقطة الأصل فقط؛ ولهذين النوعين من الدوال اسمان 
خاصان.

ا’Nتبار الéبر… نƒ´ الدالة

لµل a x« مéال a , fاEن f (-x) = f (x) .تùoسم≈ الدوال الملماKلا ƒMل المحƒر y الدوال الõوLيا.

لµل a x« مéال a , fاEن f (-x) = -f (x) .تùoسم≈ الدوال الملماKلا ƒMل بق£ا الاUCسل الدوال الjOôØا.

استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كل دالة مما يأتي بيانيًّا. ثمَّ حلّل منحناها لتحدّد إن كانت الدالة زوجية أم فردية
ا.  أم غير ذلك. ثم تحقّق من إجابتك جبريًّ

f (x) =  x  3  - 2x  )a  

يتضح من التمثيل البياني أن الدالة متماثلة حول نقطة الأصل، لذا فهي    
ا نجد: دالة فردية، وللتحقق من ذلك جبريًّ

 x انµم -x سV uƒY  f (-x) = (-x )  3  - 2(-x)     

§ uسùب  = - x  3  + 2x                         

™jRƒسيا اللUاN  = -( x  3  - 2x)                     

f (x) =  x   3  - 2 x سلياUCالدالا الا  = -f (x)                      

. f (-x) = -f (x) أي أن الدالة فردية؛ لأن   

 f (x) =  x  4  + 2  )b  

يتضح من التمثيل البياني أن الدالة متماثلة حول المحور y، لذا فهي    
ا نجد: دالة زوجية، وللتحقق من ذلك جبريًّ

 x انµم -x سV uƒY  f (-x) = (-x )  4  + 2   

§ uسùب  =  x  4  + 2           

f(x) =  x   4  + 2 سلياUCالدالا الا  = f (x)               

.f (-x) = f (x) أي أن الدالة زوجية؛ لأن   

 f (x) =  x  3  - 0.5  x  2  - 3x  )c  

يتضح من التمثيل البياني أن الدالة ليست متماثلة حول المحور y وليست    

ا نجد: متماثلة حول نقطة الأصل، وللتحقق من ذلك جبريًّ
 x انµم -x سV uƒY   f (-x) = (-x )  3  - 0.5(-x )  2  - 3(-x)   

§ uسùب  = - x  3  - 0.5 x  2  + 3x                       

 ، -f (x) = - x  3  + 0.5  x  2  + 3x وبما أن   
فإن f (-x) ≠ f (x) ، وكذلك  f (-x) ≠ -f (x)؛ 

لذا فالدالة ليست زوجية وليست فردية.
∂ª¡a øتح≥≤ م

h(x) =  x  5  - 2 x  3  + x  )6C  g(x) = 4  √  x   )6B  f (x) =   2 _ 
 x  2  

   )6A 

يةOا∫ الفرhالدh يةLhõا∫ الhالد

6يةOا∫ الفرhالدh يةLhõا∫ الhتحديد الد


الدhا∫ الLhõية hالدhا∫ 

الفرOية:
 لد تo¶هô ل∂ بل†س 

 kيKاللمثييت النيابيا تما
والحقيقا ZيP ôل∂; لòا 
Yلي∂ اللاcCد مø اللماKل 

ا c »aل مôة. vjôنL
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استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي؛ لتقدير قيمها المطلوبة ، ثم تحقّق 
ب الناتج إلى أقرب جزء من مئة إذا لزم ذلك:� ا. وقرِّ  من إجابتك جبريًّ

)مثال 1(
	2) 	 	1) 	

x

y

−4−8

8

12

4

4 8O

g(x)= |x|+ 2

	 	

y

xO

20

28

36

44

8 16 24 32

g (x) = -5√x + 50

	 	

g(6) 	)a 	g(12) 	)b 	g(19) 	)c 	g(-8) 	)a 	g(-3) 	)b 	g(0) 	)c 	

y

xO

f (x)=   x- 1_
x

	4) 	 y

−4−8

8

4

−4

−8

4 8 x

P (x) = −3     , x < 2
x − 1  , x ≥ 2

O

	3) 	

		  	 	

P(-6) 	)a 	P(2) 	)b 	P(9) 	)c 	f (-3) 	)a 	f (0.5) 	)b 	f (1) 	)c 	

 إذا كانت كمية المياه المحلاة في محطة الخبر )بملايين  مياه: 	5) 	

المترات المكعبة( في الفترة ) 1431هـ إلى 1437هـ ( معطاة بالدالة  
 f(x) = 0.0509 ​x ​4​ - 0.3395​x ​3​ - 2.28​x ​2​ + 25.35x + 88.27

 )مثال 1( حيث تمثل x رقم السنة منذ عام 1430 هـ .

ÈÿG á£ ‘ IÓëŸG √É«ŸG á«ªcÈÿG á£ ‘ IÓëŸG √É«ŸG á«ªc

(
á

Ñ
©
µ
Ÿ
G 

ä
GÎ

Ÿ
G 

Ú
j
Ó

Ã
 )

 á
«
ª

µ
d
G

0

50

100

150

``g 1430 òæe äGƒæ°ùdG

1 2 3 4 5 6 7 8

قدّر كمية المياه المحلاة في سنة 1435 هـ باستعمال التمثيل  	)a 	
البياني.

بًا إجابتك  ا مقرِّ أوجد كمية المياه المحلاة في سنة 1435 هـ جبريًّ 	)b 	
إلى أقرب جزء من عشرة.

قدّر السنة التي كانت كمية المياه المحلاة فيها 130 مليون متر  	)c 	
ا. مكعب باستعمال التمثيل البياني، وتحقق من إجابتك جبريًّ

استعمل التمثيل البياني للدالة h في كلٍّ مما يأتي لإيجاد كل من مجال 
 )مثال 2( الدالة ومداها.

	7) 	 	6) 	y

x

y = h (x)

O
		

y

xO

y = h (x)

	 	

	9) 	 	8) 	y

x

y = h (x)

O

		

y

x

h (x)

O

	 	

 أُجريت اختبارات على الخصائص الفيزيائية لعينات من  هند�سة: 	10) 	
أربع قطع معدنية، حيث أُخضعت لدرجات حرارة سيليزية مختلفة. 

نة أوالممتصة في العينة خلال الاختبار مقاسة  فإذا كانت الطاقة المخزَّ
   بالجول ( J ) كما هو موضّح في الشكل أدناه، فأجب عما يأتي:

)مثال 2 (



 J









0.5
0.0

1.0
1.5
2.0
2.5

(°c)
-150 -100 -50 0 50 100 150







أوجد المجال والمدى لكل دالة. 	)a 	

استعمل التمثيل البياني لتقدير الطاقة المخزنة في كل معدن عند  	)b 	
الصفر السيليزي.

 ، y استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي؛ لإيجاد مقطع المحور
 )المثالان 4 ,3( ا: وأصفار الدالة، ثم أوجد أصفار الدالة جبريًّ

	12) 	 	11) 	y

O x

f(x) = 2x3- x2-3x

		

y

xO

f (x) = √x- 1

	 	


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	14) 	 	13) 	y

xO

f(x) = 6 x  2x2

		

y

xO

f (x) =   3√x

	 	

O x

y

f (x)= x2 + 5x+ 6

	16) 	 y

xO

f (x) = x3 - 3x + 2

	15) 	

		  	 	

استعمل التمثيل البياني لكل معادلة مما يأتي لاختبار التماثل حول المحور 
ز إجابتك عدديًّا، ثم تحقّق منها  x ، والمحور y ، ونقطة الأصل. عزِّ

 )مثال 5( جبريًّا:

	18) 	 	17) 	

	20) 	 	19) 	

	22) 	 	21) 	

	24) 	 	23) 	

 استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثِّل كل دالة مما يأتي  الحا�سبة البيانية:
د إن كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك.  بيانيًّا، ثم حلّل منحناها لتحدِّ
ثم تحقّق من إجابتك جبريًّا. واذا كانت الدالة زوجيّة أو فردية فصف تماثل 

 )مثال 6( منحناها:

f(x) = -2​x ​3​ + 5x - 4 	26) 	f(x) = ​x ​2​ + 6x + 10 	25) 	

h(x) = |8 - 2x| 	28) 	g(x) = ​ √  x + 6 ​ 	27) 	

g(x) = ​  ​x ​2​ _ 
x + 1

 ​ 	30) 	f(x) = |​x ​3​| 	29) 	

(31 استعمل التمثيل البياني للدالة f لتقدير قيمها المطلوبة:
y

x−8 −4 84

−4

−8

8

4

f (x)

O

f (-2) 	)a 	f (-4) 	)b 	f (2) 	)c 	 	 	

 إذا كان عدد أجهزة التبريد التي باعها محل للأجهزة  مبيعات: 	32) 	
الكهربائية مقدرًا بالآلاف خلال الفترة من 1432هـ إلى 1436هـ 

يُعطى بالدالة h(x) = 0.5​x ​2​ + 0.5x + 1.2 ، حيث x رقم السنة 
منذ 1432 هـ .

 π É¡YÉH »àdG ójÈàdG Iõ¡LCG

á«FÉHô¡µdG Iõ¡LCÓd

 π É¡YÉH »àdG ójÈàdG Iõ¡LCG
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14
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هـ
14

26

اكتب مجال الدالة، ثم قرّب مداها . 	)a 	

استعمل المنحنى لتقدير عدد الأجهزة المبيعة سنة 1434هـ . ثم  	)b 	
ا. أوجد ذلك جبريًّ

ا.  استعمل المنحنى لتقدير قيمة المقطع y للدالة ثم أوجده جبريًّ 	)c 	
ماذا يمثّل المقطع y؟

هل لهذه الدالة أصفار؟ إذا كانت الإجابة نعم، فأوجد قيمة  	)d 	
ر معناها. وإذا كانت الإجابة لا،  تقريبية لهذه الأصفار، وفسِّ

فوضّح السبب.

y

xO

x= - 3y2

y

xO

−4x2+ 4y2= 16

y

xO

9x2- 25y2 =1

y

xO

x= y-

y

4

−8

−4

4−8 −4 O

y = - 10_
x

y

xO

y= x3_
4

y

x

8

16

−16

−8

168−16 −8 O

36(y+ 4)  2 - 16(x- 3)  2 = 576

y

x

8

16

−16

−8

4 8−8 -4 O

y=x4-8x2
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hOا∫: إذا كانت  f (x) =  x  n ، حيث n ∊ N فأجب عن الأسئلة الآتية:  33)  

 n بيانيًّا  لكل قيمة من قيم  f (x) استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل  )a  
. 1 ≤ n ≤ 6 في الفترة

اكتب المجال والمدى لكل دالة.  )b  

صف التماثل لكل دالة.  )c  

تنبَّأ بمجال الدالة  f (x) =  x  35 ، ومداها، وتماثلها،   )d  
ثم برّر إجابتك.

Uصيدلة: إذا كان عدد ملجرامات الدواء في دم مريض بعد x ساعة   34)  
من تناوله الدواء يعطى بالدالة :

 f (x) = 0.5 x  4  + 3.45 x  3  - 96.65 x  2  + 347.7x

استعمل الحاسبة البيانيّة لتمثل الدالة بيانيًّا .  )a  

ر إجابتك. اكتب المجال المناسب للدالة، وفسِّ  )b  

ما أكبر عدد من ملجرامات الدواء يكون موجودًا في دم المريض   )c  
وفق هذه الدالة؟

الحا�صبة البيانيّة: مثّل كلًّ من الدوال الآتية بيانيًّا، وحدّد أصفارها، 
ا: ثم تحقّق من أصفار الدالة جبريًّ

f (x) =    x  2  + 9 _ 
x + 3

   36)  f (x) =   4x - 1 _ x   35)  

g(x) = -12 +   4 _ x   38)  h(x) = 2   √  x + 12   - 8  37)  

استعمل التمثيل البياني للدالة  f  لتحدد مجالها ومداها في كل مما يأتي:

 39)  

 40)

aيõياA: إذا كان مسار أحد المذنبات حول الشمس يُعطى بالعلاقة:  41)  

    x  2  _ 
8
   +    y  2 

 _ 
10

   = 1

صف تماثل منحنى مسار المذنب.  )a  

استعمل التماثل لتمثيل منحنى العلاقة.  )b  

إذا مر المذنب بالنقطة (   5 √   ,2)، فعيّن ثلاث نقاط أخرى يجب   )c  
أن يمر بها المذنب.

اC�ص¡º: افترض أن النسبة المئوية للتغير في سعر سهم خلال سنة   42)  
واحدة تعطى بالدالة :

 p(x) = 0.0005 x  4  - 0.0193 x  3  + 0.243 x  2  - 1.014x + 1.04   
حيث x رقم الشهر بدءًا من شهر يناير. 

استعمل الحاسبة البيانية لتمثل الدالة بيانيًّا.  )a  

أوجد مجال الدالة، ثم قدّر مداها.  )b  

استعمل المنحنى لتقريب قيمة المقطع y، وماذا يمثّل؟  )c  

أوجد أصفار الدالة، ووضّح معناها.  )d  

(43  تãªيÓت متعدIO: سوف تستقصي في هذه المسألة مدى قيم   

 _ f (x) =   1 عندما تقترب x من العدد 2.
x - 2

الدالة   
ا: انقل الجدول الآتي إلى دفترك. وأضف قيمًا أخرى  vليhدL  )a  

للمتغير x إلى يمين العدد 2 وإلى يساره. ثم أكمل الجدول.

x 1.99 1.999 2 2.001 2.01

f (x)

   

ا: معتمدًا على جدولك، ما القيمة أو القيم التي تقترب  vتح∏ي∏ي  )b  
منها الدالة عندما تقترب x من العدد 2؟

ا: مثّل الدالة بيانيًّا. وهل يؤكد التمثيل البياني تخمينك  vيانيH  )c  
في الفرع b ؟ وضح إجابتك.

ا: خمّن القيمة التي تقترب منها الدالة من خلال التمثيل  vلف¶ي  )d  
البياني في الفرع c ووضح إجابتك .

الحا�صبة البيانيّة: مثِّل كلًّ من الدوال الآتية بيانيًّا، ثم حلل منحناها 
لتحدّد ما إذا كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك.

f (x) =  x  2  - x - 6  45)  h(x) =  x  5  - 17 x  3  + 16x  44)  

f (g) =  g  9  47)  h(x) =  x  6  + 4  46)  

f (z) =  z  3  - 4 z  2  + 4z  49)  g(x) =  x  4  + 8 x  2  + 81  48)  


ثِّل بيانيًّا منحنًى يحقق الشروط في كل حالة مما يأتي: مùصاCلة مفتMƒة: مَ

منحنى يمر بالنقاط (1 ,8-) ,(2 ,5-) ,(4 ,4-) ,(8 ,3-) ،   50)  
. y ومتماثل حول المحور

منحنى يمر بالنقاط (24 ,4) ,(12 ,3) ,(6 ,2) ,(0 ,0) ، ومتماثل حول   51)  
. x المحور

منحنى يمر بالنقاط (3- ,1-) ,(9- ,2-) ,(18- ,3-) ، ومتماثل   52)  
حول نقطة الأصل. 

منحنى يمر بالنقاط (8- ,8) ,(12- ,6) ,(16- ,4) ويمثِّل دالة زوجية.  53)  

اكتب: وضّح لماذا يمكن أن يكون للدالة 0 أو 1 أو أكثر من مقاطع   54)  
x ، بينما يوجد لها مقطع y واحد على الأكثر.

y

x−8 −4 84

−4

−8

8

4
f (x)

O

y

x−4 84
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8

4

O

f (x)
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 ​ =  f (x) ، ومداها.  2​x ​2​ + 3x - 2  __  
​x ​3​ - 4​x ​2​ - 12x

 أوجد مجال الدالة  ​  تحدّ: 	55) 	 

برّر إجابتك ، ثم تحقّق منها بيانيًّا.

ر إجابتك.  أي العبارات الآتية صحيحة، وأيها خاطئة. برِّ تبرير:

مدى الدالة ​f (x) = n ​x ​2 ، حيث n عدد صحيح، هو  	56) 	 
{y | y ≥ 0, y ∊ R}

مدى الدالة ​ f (x) = ​ √  nx ، حيث n عدد صحيح، هو  	57) 	 
{y | y ≥ 0, y ∊ R}

. y = -x جميع الدوال الفردية متماثلة حول المستقيم 	58) 	

إذا دارت دالة زوجية n180° حول نقطة الأصل، حيث n عدد  	59) 	
صحيح، فإنها تبقى زوجية.

 إذا كانت a(x) دالة فردية، فحدّد ما إذا كانت الدالة b(x) فردية،  تبرير:
ر إجابتك: أم زوجية، أم غير ذلك في كل مما يأتي، وبرِّ

b(x) = a(-x) 	60) 	

b(x) = -a(x) 	61) 	

b(x) = [a(x)​] ​2​ 	62) 	

b(x) = a(|x|) 	63) 	

b(x) = [a(x)​] ​3​ 	64) 	

 هل يمثّل المنحنى المعطى تماثله في كل مما يأتي دالة دائمًا أم  تبرير:
ر إجابتك. أحيانًا أم لا يمثّل دالة؟ وبرِّ

. x = 4 متماثل حول المستقيم 	65) 	

. y = 2 متماثل حول المستقيم 	66) 	

. x, y متماثل حول كل من المحورين 	67) 	

 وضّح لماذا لا تكون العلاقة المتماثلة حول المحورx دالة. اكتب: 	68) 	



 )الدر�س 1-1( أوجد القيم المطلوبة لكل دالة مما يأتي:

g(x) = ​x ​2​ - 10x + 3 	69) 	

 g(2) 	)a 	

g(-4x) 	)b 	

 g(1 + 3n) 	)c 	

 p(x) = ​ 2​x ​3​ + 2 _ 
​x ​2​ - 2

 ​ 	70) 	

p(3) 	)a 	

p(​x ​2​) 	)b 	

p(x + 1) 	)c 	

h(x) =2​x ​2​ + 4x - 7 	71) 	

 h(-9) 	)a 	

h(3x) 	)b 	

h(2 + m) 	)c 	

 )الدر�س 1-1( أوجد مجال كل دالة من الدوال الآتية

f (x) = ​x ​ 2​ - ​ √  2 ​	72) 	

f (x) = ​  1 _ 
 ​x ​ 2​ - 16

 ​	73) 	

f (x) = ​ √  3x + 18 ​	74) 	

 )مهارة �سابقة( ط كلًّا مما يأتي: بسِّ

6​4  ​
​ 5 _ 
6
 ​
​ 	 	2​7  ​

​ 1 _ 
3
 ​
​ 	 	

1​6 ​
- ​ 3 _ 

4
 ​
​ 	 	4​9 ​- ​ 1 _ 

2
 ​​ 	 	

3​6 ​- ​ 3 _ 
2
 ​​ 	 	2​5  ​​ 

3 _ 
2
 ​​ 	 	



	�إذا كان n عددًا حقيقيًّا أكبر من 1، فأوجد قيمة x بدلالة n في الشكل  	
أدناه.

​ √  n + 1 ​ 	C 	​ √  ​n ​2​ - 1 ​ 	A 	

n - 1 	D 	​ √  n - 1 ​ 	B 	

	 ما مدى الدالة f (x) = ​x ​2​ + 1 ، إذا كان مجالها x < 3 > 2- ؟ 	

1 < f (x) < 9 	C 	 5 < f (x) < 9 	A 	

1 ≤ f (x) < 10 	D 	 5 < f (x) < 10 	B 	

76) 75)

78) 77)

80) 79)

81)

1

x

√n

82)
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تقودنا الملاحظات السابقة إلى اختبار الاتصال الآتي:

:á«JB’G •hô°ûdG â≤q≤M GPEG x = c óæY á∏°üàe f (x) ádGódG ¿EG :∫É≤j

.IOƒLƒe f (c) ¿CG …CG , c óæY áa qô©e f (x)  •

 c øe x Üôà≤J ÉeóæY É¡°ùØf áª«≤dG øe Üôà≤J f (x)  •
.IOƒLƒe    lim    

x→c
  f (x)¿CG …CG .ø«à¡édG øe

.   lim    
x→c

  f (x) = f (c)  •

ر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. حدد ما إذا كانت الدالة f (x) = 2 x  2  - 3x - 1 متصلة عند x = 2 . برّ
ق من شروط الاتصال الثلاثة. تحقّ

هل f (2) موجودة؟  (1  

 . x = 2 أي أن الدالة معرفة عند ، f (2) = 1   

    lim   موجودة؟
x→2

  f (x) هل  (2  

ن جدولاً يبين قيم f (x) عندما تقترب x من 2 من اليسار واليمين. كوّ   

x 1.9 1.99 1.999 2.0 2.001 2.01 2.1

f (x) 0.52 0.95 0.995 1.005 1.05 1.52

بين الجدول أنه عندما تقترب قيم x من 2 من اليسار ومن اليمين، فإن قيمة f (x) تقترب من 1، أي أن  يُ   
. lim    

x→2
  f (x) = 1  

    lim   ؟
x→2

  f (x) = f (2) هل  (3  

ح      lim   ، إذن الدالة متصلة عند x = 2. ويوضّ
x→2

  f (x) = f (2) نستنتج أن ، f (2) = 1 ،   lim    
x→2

  f (x) = 1 بما أن   

. x  = 2 في الشكل 1.3.1 اتصال الدالة عند f (x) منحنى الدالة

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
ر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال: حدد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلتين عند x = 0 . برِّ

f (x) =  

 
 

    


    
  1 _ x   , x < 0

         
 x , x ≥ 0

  (1B  f (x) =  x  3  (1A  

∫É°üJ’G QÉÑàNG
y

O x

y = f(x)

c

f(c)

1á£≤f óæY ∫É°üJ’G øe ≥≤ëàdG

1.3.1 πµ°ûdG

y

xO

(2, 1)

f(x)= 2x2- 3x- 1


 :äÉjÉ¡ædG

 f (x) ádGó∏d áª«b OƒLh ¿EG
 ,ÉgOƒLh ΩóY hCG x = c óæY

 ájÉ¡f OƒLh »a ôKDƒj ’
 Üôà≤J ÉeóæY f (x) ádGó∏d

 .c øe x


 :∫hGóL

 ∫Éª©à°SÉH ∫hóL AÉ°ûfE’
 á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG

 ádGódG πNOCG ,TI - nspire 
 ∫Éª©à°SÉH áÑ°SÉëdG ≈dEG

 ≥«Ñ£J ôàNG ºK ,  áªFÉb
 äÉfÉ«ÑdG ∫hGóLh ºFGƒ≤dG

 ÖàcG ºK .  ≈∏Y §¨°†dÉH
 áª«b øe ÜGôàbÓd x º«b

. IOóëe
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ق أي من شروط الاتصال عند نقطة معينة تكون الدالة غير متصلة عند تلك النقطة، فاختبار اتصال الدالة  إذا لم يتحقّ
يساعدك على تحديد نوع عدم الاتصال عند تلك نقطة.

حدد ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند قيم x المعطاة. برر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال، واذا 
د نوع عدم الاتصال: لانهائي ، قفزي ، قابل للإزالة. كانت الدالة غير متصلة، فحدّ

. x = -3 عند  f (x) =  

 
 

    


  
3x - 2 , x > - 3

           
  2 - x , x ≤ - 3

  (a  

. f (-3) = 5 موجودة؛ لأن  f (-3)  (1  

ابحث في قيم الدالة عندما تقترب x من 3− .  (2  

x -3.1 -3.01 -3.001 -3.0 -2.999 -2.99 -2.9

f (x) 5.1 5.01 5.001 -10.997 -10.97 -10.7

يُظهر الجدول أن قيم f (x) تقترب من 5 عندما تقترب x من 3- من اليسار، في حين تقترب قيم f (x) من    
11- عندما تقترب x من 3- من اليمين. و بما أن قيم f (x) تقترب من قيمتين مختلفتين عندما تقترب x من 

ح منحنى الدالة f (x) في الشكل 1.3.2 عدم  3- فإن للدالة f (x) عدم اتصال قفزي عند x = -3 . ويوضّ
. x = -3 اتصال الدالة عند

. x = 3 , x = -3 عند  f (x) =   x + 3
 _ 

 x  2  - 9
   (b  

x = 3 عند   

.x = 3 غير متصلة عند f (x) غير موجودة، وعليه تكون  f (3) وهي غير معرفة، أي أن ، f (3) =   6 _ 
0
   (1  

ابحث في قيم الدالة عندما تقترب x من 3.  (2  

x 2.9 2.99 2.999 3.0 3.001 3.01 3.1

f (x) -10 -100 -1000 1000 100 10

  يُظهر الجدول أن قيم f (x) تتناقص بلا حدود عندما تقترب x من 3 من اليسار، وأن قيم f (x) تتزايد بلا 
    lim غير موجودة.

x→3
  f (x)   من 3 من اليمين، وعليه، فإن x حدود عندما تقترب

للدالة f (x) عدم اتصال لانهائي عند  x = 3 ؛ لأن قيم f (x) تتناقص دون توقف عندما تقترب x من 3   (3  
ح المنحنى في الشكل 1.3.3 هذا  من اليسار، وتتزايد بلا توقف عندما تقترب x من 3 من اليمين. ويوضّ

السلوك.
x = -3 عند   

.x = -3 غير متصلة عند f (x) غير موجودة. وعليه تكون f (-3) وهي غير معرفة، أي أن f (-3) =   0 _ 
0
    (1  

ابحث في قيم الدالة عندما تقترب x من 3−.  (2  

x -3.1 -3.01 -3.001 -3.0 -2.999 -2.99 -2.9

f (x) -0.164 -0.166 -0.167 -0.167 -0.167 -0.169

يُظهر الجدول أن قيم الدالة f (x) تقترب من0.167-  عندما تقترب x من 3- من الجهتين، أي أن   

.  lim    
x→-3

   f (x) ≈ -0.167

    lim   موجودة، فإن عدم الاتصال 
x→-3

  f (x) غير موجودة، وبما أن f (-3) ؛ لأن x = -3 غير متصلة عند f (x)  (3  
ح المنحنى في الشكل 1.3.3 هذا السلوك. قابل للإزالة عند x = -3. ويوضّ

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

. x = 2 عند ، 
 
f (x) =  


 
 

    


   
5x + 4 , x > 2

          
 2 - x , x ≤ 2

  (2B  . x = 0 عند ، f(x) =   1 _ 
 x  2 

   (2A  

2á£≤f óæY ∫É°üJ’G ΩóY ´ƒf ójóëJ

1.3.2 πµ°ûdG

xO−4

−6

6

12

42−2

(-3, -11)

(-3, 5)

3x − 2 , x > -3
2 − x , x ≤ -3

f (x) =

y

1.3.3 πµ°ûdG

x

y

O-3

f (x) =    x + 3
x   - 92
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لاحظ أنه في حالة عدم الاتصال القابل للإزالة؛ يمكن إعادة تعريف الدالة لتصبح 
متصلة عند تلك النقطة. وفي هذه الحالة تكون النهاية عند x = c موجودة، ولكن 

الدالة غير معرفة عند x = c أو أن f (c) لا تساوي قيمة نهاية الدالة
 عند x = c . كما في الشكل المجاور.

يصنّف كل من عدم الاتصال اللانهائي وعدم الاتصال القفزي على أنهما عدم اتصال غير قابل للإزالة؛ لأنه لا يمكن إعادة 
تعريف الدالة لتصبح متصلة عند تلك النقطة، حيث إن قيم الدالة تقترب من قيم مختلفة إلى يمين نقطة عدم الاتصال وإلى 

دة عند هذه النقطة، أي تزداد قيم الدالة أو تتناقص بلا حدود. يسارها، أو أن قيم الدالة لا تقترب من قيمة محدّ

 . x = 4  ؛ لتصبح متصلة عندf(x) =    x  2  - 16 _ 
x - 4

أعد تعريف الدالة     

 _ f (4) =   0 ، أي أن f (4)  غير موجودة.
0
    (1  

ابحث في قيم الدالة عندما تقترب x من 4.  (2  

x 3.9 3.99 3.999 4.0 4.001 4.01 4.1

f (x) 7.9 7.99 7.999 8.001 8.01 8.1

.   lim    
x→4

  f (x) = 8 من 4 من الجهتين، أي أن x تقترب من 8 عندما تقترب f(x) يظهر الجدول أعلاه أن قيم
    lim   موجودة، فإن عدم الاتصال قابل 

x→4
  f (x)  غير موجودة، وبما أن f(4) ؛ لأنx = 4 غير متصلة عند f(x)  (3  

x = 4 للإزالة عند

بما أن عدم الاتصال قابل للإزالة عند x = 4، لذا أعد تعريف الدالة لتصبح  (4  

   f (x) =  
      


    x  2  - 16 _ 
x - 4

   ,  x ≠ 4

8  ,  x = 4   

لاحظ أن هذه الدالة أصبحت متصلة عند  x = 4؛ لأن f(4) موجودة وتساوي 8

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

. x = 1 ؛ لتصبح متصلة عند  f (x) =    x  2  - 1 _ 
x - 1

أعد تعريف الدالة      (3  

تستعمل نظرية القيمة المتوسطة ونتيجتها لتقريب أصفار الدوال المتصلة على فترة مغلقة، حيث تكون الدالة f متصلة 
على  (a, b)، إذا كانت متصلة عند كل نقطة تنتمي إلى هذه الفترة، وتكون متصلة على [a, b] إذا كانت متصلة عند كل 

b ومتصلة من اليسار عند ،  (  lim     
x→ a  + 

  f(x) = f(a)) a نقطة من نقاطها، وكانت متصلة من اليمين عند
     lim  ) . ومن الجدير بالذكر أن الدوال الكثيرة الحدود والجذرية والنسبية، تكون متصلة على مجالها 

x→ b  - 
   f(x) = f(b))

ا. دائمً

 a < b âfÉch ,[a, b]  ≈∏Y á∏°üàe ádGO f (x) âfÉc GPEG
 ø«H c OóY óLƒj ¬fEÉa f (b) h f (a) ø«H n áª«b äóLhh

. f (c) = n å«ëH , b nh a

 ádGO  f (x)  âfÉc  GPEG :(ádGódG  ôØ°U  ™bƒe)  áé«àf
 ،IQÉ°TE’G  »a  ø«Ø∏àîe  f (b)  h  f (a)  ¿Éch  á∏°üàe
 å«ëH  ,  b  h  a  ø«H  c  πbC’G  ≈∏Y  óMGh  OóY óLƒj  ¬fEÉa

. b h a ø«H ádGó∏d ôØ°U óLƒj …CG . f (c) = 0

y

O xc

y = f (x)

3∫É°üJ’G ΩóY ádGREG

á£°SƒàªdG áª«≤dG ájô¶f

f (b)

f (c)

f (a)

a

c b
O

x

y

(a, f (a))

(b, f (b))

(c, n)
f  å«ëH ,  nh 

 ádGO  f (x)  âfÉc  GPEG :(ádGódG  ôØ°U  ™bƒe)  áé«àf âfÉc  GPEG :(ádGódG  ôØ°U  ™bƒe)  áé«àf âfÉc  GPEG
،IQÉ°TE’G  »a  ø«Ø∏àîe  f (b)  h f (a)  ¿Éch  á∏°üàe

 å«ëH  ,  b  h  a  ø«H  c  πbC’G  ≈∏Y  óMGh  OóY óLƒj  ¬fEÉa
. b h a ø«H ádGó∏d ôØ°U óLƒj …CG . f (c) = 0
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د الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية للدالة  f (x) =  x  3  - 4x + 2 في الفترة [4 ,4-] .  حدّ

x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

f (x) -46 -13 2 5 2 -1 2 17 50

 تعلم أن الدالة f متصلة على [4 ,4-]؛ لأنها كثيرة حدود، وبما أن f (-3) سالبة و f (-2) موجبة، وبحسب النتيجة 
 0 < x < 1 ا في الفترة السابقة، فإنه يوجد صفر للدالة f (x)  بين 2- ,3- . لاحظ أن قيم الدالة تتغير إشاراتها أيضً
وفي الفترة x < 2 > 1 . وهذا يدل على أن الأصفار الحقيقية للدالة تنحصر بين العددين 3-  وَ  2- ، والعددين 

0 وَ 1 والعددين 1 وَ 2. ويوضح منحنى الدالة f (x)  في الشكل 1.3.4 هذه النتيجة.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 [-3, 4] ،f (x) =    x  2  - 6 _ 
x + 4

   (4B    [-6, 4] ،f (x) =  x  3  +  2x  2  - 8x + 3  (4A  

ا الفترات التي لا تتغير فيها الإشارة  ا تقريبيًّا لصفر الدالة الحقيقي. أمَّ د موقعً إن تغير إشارات قيم الدالة في فترة ما يحدّ
ق من ذلك. فإنها لا تنفي وجود أصفار للدالة، ويُعدُّ تمثيل الدالة من أفضل طرق التحقّ

 f(x) =  x  2  + x + 0.16 د الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية للدالة حدّ
في الفترة [3 ,3-]. 

x -3 -2 -1 0 1 2 3

f (x) 6.16 2.16 0.16 0.16 2.16 6.16 12.16

تعلم أن الدالة f متصلة على [3 ,3-] ؛ لأنها كثيرة حدود، وأن قيمها لا 
 x تتناقص عندما تقترب قيم f (x) المعطاة، ولكن x تغير إشارتها عند قيم

من العدد 1- من اليسار، وتبدأ f (x)  بالتزايد عن يمين x = 0 ؛ لذا فإن 
من المحتمل وجود صفر حقيقي للدالة بين العددين المتتاليين 1- و 0. 

مثّل الدالة بيانيًّا للتحقق من ذلك.

يقطع منحنى الدالة المحور x مرتين في الفترة [0 ,1-]؛ لذا فإنه يوجد 
صفرين حقيقيين للدالة في هذه الفترة.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

[0, 4] ، f (x) =  x  3  -  7x  2  + 18x - 14  (5B   [-5, 5] ،f (x) = 8 x  3  - 2 x  2  - 5x - 1  (5A  

(ôeC’G Ωõd GPEG) á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG ádB’G πª©à°SG :OÉ°TQEG

fÉ«ÑdG π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°S«: يصف سلوك طرفي التمثيل البياني شكل الدالة عند طرفي منحناها، أي أنه يصف 
قيم f (x) عندما تزداد قيم x أو تنقص بلا حدود، أي عندما تقترب x من ∞ أو ∞- . ولوصف سلوك طرفي التمثيل 

البياني يمكنك استعمال مفهوم النهاية.
QÉ°ù«dG øe »fÉ«ÑdG π«ãªàdG ±ôW ∑ƒ∏°S

  lim  x→-∞
  f (x)

أحد إمكانات سلوك طرفي التمثيل البياني هو زيادة قيم 
f (x)  أو نقصانها دون حدود. ويمكن وصف هذا السلوك 

بأن f (x)  تقترب من موجب ما لانهاية أو من سالب 
ما لانهاية على الترتيب.

ø«ª«dG øe »fÉ«ÑdG π«ãªàdG ±ôW ∑ƒ∏°S

  lim  x→∞
  f (x)

y

O x

f (x) → ∞

f (x) → -∞

x → ∞x → -∞

x  → ∞
lim f (x) = -∞

x  → -∞
lim f (x) = ∞

y = f(x)

4IQÉ°TE’G ô««¨J óæY QÉØ°UC’G Öjô≤J

1.3.4 πµ°ûdG

x

y

f (x)= x3- 4x+ 2

O−2

4

2

5IQÉ°TE’G ô«¨J ¿hO QÉØ°UC’G Öjô≤J 
 »fÉ«ÑdG π«ãªàdG ô¡¶oj ób 
 Gòd ;G kóMGh G kôØ°U ádGó∏d

 iôàd Ö°SÉæªdG èjQóàdG ôàNG
.ìƒ°VƒH ádGódG QÉØ°UCG ™«ªL

y

−2 −1 2

2

3

1
2f (x) = x   + x + 0.16

1


 :äÉjÉ¡ædG

   lim  x→∞
  f (x) IQÉÑ©dG CGô≤J

 x Üôà≤J ÉeóæY f (x) ájÉ¡f
 CGô≤Jh .ájÉ¡f’ Ée ÖLƒe øe

 ájÉ¡f    lim  x→-∞
   f (x) IQÉÑ©dG

 øe x Üôà≤J ÉeóæY f (x)
.ájÉ¡f’ Ée ÖdÉ°S
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 f (x) = - x  4  +  8x  3  + 3 x  2  + 6x - 80 استعمل التمثيل البياني للدالة
ا. لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني، ثم عزز إجابتك عدديًّ

:É v«fÉ«H π«∏ëàdG

 ،   lim  x →-∞
  f(x) = -∞  يتضح من التمثيل البياني أن

.    lim  x→∞
  f(x) =-∞ وأن

:É vjOóY õjõ©àdG

ن جدولاً لاستقصاء قيم f (x) عندما تزداد |x|، أي استقصِ قيم f (x) عندما تزداد قيم x بلا حدود أو تتناقص بلا  كوّ
حدود.

x -10000 -1000 -100 0 100 1000 10000

f (x) -1 ·  10  16 -1 ·  10  12 -1 ·  10  8 -80 -1 ·  10  8 -1 ·  10  12 -1 ·  10  16 

لاحظ أنه عندما ∞− → x ، فإن ∞− → f (x) . وبالمثل عندما ∞ → x ، فإن ∞− → f(x) . وهذا يعزز ما 
توصلنا إليه من التمثيل البياني.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 (6B   (6A y

xO

−4

−8

−4−8

8

4 8

-x3_
4 + 3x2_

4 - x
2

f (x) =

  

y

xO

−6

−12

−2−4

12

6

2 4

g(x) = x3- 9x+ 2   

لاحظ أن بعض الدوال تقترب قيمها من ∞ أو ∞- عندما تزداد |x| بلا حدود، في حين تقترب قيم بعض الدوال من 
أعداد حقيقية دون أن تصل إليها بالضرورة.

 _ f (x)  =   x لوصف سلوك طرفي 
 x  2  - 2x + 8

استعمل التمثيل البياني للدالة   

ا. تمثيلها البياني. ثم عزز إجابتك عدديًّ

:É v«fÉ«H π«∏ëàdG

.   lim  x→∞
  f (x) = 0  وأن    lim  x→-∞

   f (x) = 0  يتضح من التمثيل البياني أن

:É vjOóY õjõ©àdG
x -10000 -1000 -100 0 100 1000 10000

f (x) -1 ·  10  -4 -0.001 -0.01 0 0.01 0.001 1 ·  10  -4 

لاحظ أنه عندما ∞- → x ، فإن f (x) → 0  و عندما ∞ → x ، فإن f (x) → 0. وهذا يعزز ما توصلنا إليه من 
التمثيل البياني.

6ájÉ¡f’ Ée øe Üôà≤J »àdG äÉ«æëæªdG

y

xO

−200

−4−8

400

200

4 8

-x4 3x28x3+  6x-++  80f (x) =


 º«b äóLhCG , 6 ∫ÉãªdG »a 

 Éæª¡j Ée ¿C’ f (x) ` pd áq«Ñjô≤J
 ádGódG ájÉ¡f AÉ°ü≤à°SG ƒg
 ÓH |x| OGOõJ ÉeóæY f(x)

 º«≤dG ÜÉ°ùM ¢ù«dh ,OhóM
. f (x) ` pd á≤«bódG

.7 ∫ÉãªdG »a ∂dòch

7IOóëe áª«b øe Üôà≤J ∫GhO äÉ«æëæe

y

xO

−0.4

0.4

0.8

−0.8

−4−8 4 8

x
x2- 2x+ 8

f (x) =__
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∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 (7B       (7A 

x

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

-6x2+ 4__
2 x 2+ x + 1

f (x) =

  

y

xO−2
−2

−4−6−8

4

2

2 4

6

8

3x- 2__
x+ 1

f (x) =

  

إن معرفة سلوك طرفي التمثيل البياني يساعد على حل بعض المسائل الحياتية.

AÉjõ«a: تُعطى قيمة طاقة الوضع الناتجة عن الجاذبية الأرضية لجسم بالقاعدة 

   - = U(r) ، حيث G ثابت نيوتن للجذب الكوني، و m كتلة الجسم،
Gm M  e  _ r  

و  M  e  كتلة الأرض، و r المسافة بين الجسم ومركز الأرض كما في الشكل المجاور. ماذا يحدث لطاقة الوضع 

ا؟ ا عن الأرض مسافة كبيرة جدً الناتجة عن الجاذبية الأرضية لجسم عندما يتحرك مبتعدً

r

m

Me

 .    lim  r→∞
  U(r) ا، أي إيجاد المطلوب من المسألة وصف سلوك طرف التمثيل البياني لِـ U(r) عندما تزداد قيم r كثيرً

ا. وعندما تزداد قيم r فإن قيمة  وبما أن كلاًّ من  G , m ,  M  e ثوابت، فإن ناتج الضرب  Gm M  e عدد ثابت أيضً

ا عن الأرض بصورة  ∞→lim  r   ، ومن ثم إذا تحرك جسم مبتعدً
  U(r) = 0 تقترب من الصفر؛ لذا فإن -   

Gm M  e  _ r   الكسر
كبيرة، فإن طاقة الوضع الناتجة عن الجاذبية الأرضية لهذا الجسم تقترب من الصفر.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 ، q(υ) =   
 ρυ  2 

 _ 
2
AÉjõ«a: الضغط الديناميكي هو قياس الضغط الناتج عن حركة جزيئات الغاز ويعطى بالقاعدة      (8  

حيث ρ (ويقرأ روه) كثافة الغاز، و υ السرعة التي يتحرك بها الجزيء. ماذا يحدث للضغط الديناميكي 
لجزيئات الغاز عندما تستمر سرعة الجزيئات في التزايد؟

88»fÉ«ÑdG π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°S äÉ≤«Ñ£J

 ábÓ©dG πª©à°ùoJ Ée ÉkÑdÉZ

 ábÉW OÉéjE’ U(r) = -   
Gm M  e  _ r  

 á«°VQC’G á«HPÉédG øY áéJÉædG ™°VƒdG
 øe ¢ü∏îà∏d áHƒ∏£ªdG áYô°ùdG ¢SÉ«≤d
. 25000 mi/h »gh á«°VQC’G á«HPÉédG
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ر  د ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيمة x المعطاة. وبرِّ حدّ
د نوع  إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فحدّ

(1, 2 ¿’ÉãªdG) .عدم الاتصال: لانهائي، قفزي، قابل للإزالة

. x = -5 عند ، f (x) =   √ ���  x  2  - 4   1(  

. x = 8 عند ، f (x) =   √ ��� x + 5   2(  

.  x = 6 , x = -6  عند ، h(x) =    x  2  - 36 _ 
x + 6

   3(  

. x = 1 عند ، g(x) =   x _ 
x - 1

   4(  

.  x = 4 , x = 1  عند ، h(x) =   x - 4 _ 
 x  2  - 5x + 4

   5(  

.  x = 6 , x = 0  عند ، h(x) =    x  2  - 6x _ 
 x  3 

   6(  

. x = -6 عند ، f (x) =  

 
 
    


 

4x - 1 , x ≤ - 6
-x + 2 , x > - 6

 7(  

AÉjõ«a: غرفتان درجتا حرارتهما   8(  
مختلفتان يفصل بينهما حائط. تنتقل 

الحرارة بين الغرفتين عبر الحائط بحسب 
العلاقة   f(w) =   7.4 _ w ، حيث تمثل 

f (w) المعدل الزمني لانتقال الحرارة بالواط، و w سمك الحائط 
(1, 2 ¿’ÉãªdG) .بالمتر

ر إجابتك  د ما إذا كانت الدالة متصلة عند w = 0.4. وبرِّ حدِّ  (a  
باستعمال اختبار الاتصال.

د نقاط عدم الاتصال للدالة (إن وجدت)، وما نوعه؟ حدِّ  (b  

. b مثِّل الدالة بيانيًّا للتحقق مما توصلت إليه في الفرع  (c  

أعد تعريف كل دالة مما يأتي عند قيمة x المعطاة؛ لتصبح الدالة متصلة 
(3 ∫ÉãªdG) :عندها

x = -3 ، f(x) =    x  2  - 9 _ 
x + 3

    9(  

x = 5 ، f(x) =    x  2  - 25 _ 
x - 5

    10(  

x =    
 √ � 2   ، f(x) =    x  2  - 2 _ 

x -    
 √ � 2  

    11(  

د الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية لكل  حدِّ
(4 , 5 ¿’ÉãªdG) :دالة مما يأتي في الفترة المعطاة

f(x) =  x  3  -  x  2  - 3 , [-2, 4]  12(  

g(x) = - x  3  + 6x + 2 , [-4, 4]  13(  

f(x) =  2x  4  -  3x  3  +  x  2  - 3 , [-3, 3]  14(  

h(x) =    x  2  + 4 _ 
x - 5

   , [-2, 4]  15(  

g(x) =   √ ���  x  3  + 1   - 5 , [0, 5]  16(  

استعمل التمثيل البياني لكلٍّ من الدوال الآتية لوصف سلوك طرفي تمثيلها 
(6, 7 ¿’ÉãªdG) .ا ز إجابتك عدديًّ البياني، ثم عزّ

 18(   17(  

        

 20(   19(  

               

 22(   21(  

   

AÉ«ª«c: يعطى معدل التفاعل R في تجربة كيميائية بالدالة  23(  

 _ R(x) =   0.5x ، حيث x تركيز المحلول بالملجرام لكل لتر.
x + 12

  

مثّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانيّة.  (a  

صف سلوك طرفي التمثيل البياني، وماذا يعني في التجربة؟   (b  

ا. ز إجابتك عدديًّ عزِّ

استعمل التبرير المنطقي لتحديد سلوك طرف التمثيل البياني لكل دالة مما 
(8 ∫Éãe) .ر إجابتك يأتي، عندما يقترب المتغير من ∞ . برِّ

q(x) = -   24 _ 
x
   25(  f (u) =   12 _ 

u
   24(  

h (r) =   -1 _ 
 r  2  + 1

   27(  f (x) =   0.8 _ 
 x  2 

   26(  

 ،E(m) =   
 p  2 

 _ 
2m

AÉjõ«a: تُعطى طاقة الحركة لجسم متحرك بالدالة      28(  
حيث p الزخم (حاصل ضرب كتلة الجسم في سرعته المتجهة)،

m كتلة الجسم. إذا وضع رمل في شاحنة متحركة، فماذا سيحدث إذا 
( 8 ∫Éãe) في الازدياد؟ m استمرت




60°F


80°F



x

y

O

-5x3+ 7x- 1f (x) =

y

O

32

48

-16

16

1 2 x

 4x4- 6x3+ 3xf (x) =

x

y

O

−8

−16

−8

16

8

8

4x- 5__
6 - x

f (x) =

O

−16

−32

−48

32

16

16

x2 + 2x+ 1__
x- 3

f (x) =

−16−32 x

y

O

−8

−4−8−12

8

4

12x3 + 4x__
4x3 - 9

- 5f (x) =

x

y

xO

0.4

0.4 0.8 1.2-0.4
-0.4

-0.8

-0.8

0.8

1.2

-1.2

8x2- 5x+ 1__
16x

f (x) =

(7 ∫Éãe)
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استعمل كلاًّ من التمثيلين البيانيين الآتيين لتحديد قيمة أو قيم x التي تكون 
الدالة غير متصلة عندها، وحدد نوع عدم الاتصال، ثم استعمل المنحنى 

ر إجابتك. لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني. برِّ

 30(   29(  

xO−4

12

8

4

−4

4 8 12

h(x) = 15_
11x2

y

  

O−2

−2

2

2

4

−4

x

y g(x)= 2x- 1__
1 - x

  

ى المسافة بين نقطتين متناظرتين على موجتي ضوء  AÉjõ«a: تُسمّ  31(  
متتاليتين بطول الموجه λ (ويقرأ لامدا)، و يُسمى عدد الموجات 

 . f الكاملة التي تمر بنقطة خلال مدة زمنية محددة بالتردد





 c العلاقة بين طول الموجة والتردد ، حيث f (λ) =   c _ 
λ

وتصف الدالة      

 .2.99 ·  10  8  m/s سرعة الضوء ومقدارها

مثّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية.  (a  

استعمل المنحنى لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني. وعزز   (b  
ا. إجابتك عدديًّ

هل الدالة متصلة؟ إذا كان الجواب لا، فعيّن نقاط عدم الاتصال.  (c  

á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG: مثِّل كلاًّ من الدوال الآتية بيانيًّا، ثم حدد ما إذا كانت 
متصلة أم لا. وإذا كانت غير متصلة، فحدد نوع عدم الاتصال، وحدد نقاطه. 

ثمّ صف سلوك طرفي التمثيل البياني، وعيّن أصفار الدالة إن وجدت.

f (x) =    x  2  __  
 x  3  -  4x  2  + x + 6

   32(  

h(x) =    4x  2  + 11x - 3  __  
 x  2  + 3x - 18

   33(  

h(x) =    x  3  - 5 x  2  - 26x + 120  __  
 x  2  + x - 12

   34(  

ف سلوك طرفي  á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG: مثّل بيانيًّا كلاًّ من الدوال الآتية وَ صِ
ا. التمثيل البياني، وعزز إجابتك عدديًّ

 g(x) =  x  5  - 2 0x  4  +  2x  3  - 5  35(  

f (x) =    16x  2  _ 
 x  2  + 15x

   36(  

ا بالطباعة على القمصان  ا تجاريًّا صغيرً ÉªYCG∫: بدأ حمد مشروعً  37(  
وبيعها. إذا كانت تكلفة الطباعة على القميص الواحد 9 ريالات 

وتكلفة المعدات اللازمة 12000 ريال. فأجب عما يأتي:

ل تكلفة الطباعة على القميص الواحد على  اكتب دالة تبيّن معدّ  (a  
.n صورة دالة في عدد القمصان المنتجة

استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة.  (b  

إذا استمر ازدياد عدد القمصان المنتجة بشكل كبير، فكم سيصبح   (c  
معدل تكلفة  الطباعة على القميص الواحد؟

)IOó©àe äÓ«ãªJ  38: سوف تستقصي في هذه المسألة النهايات.   

 _ f(x) =   a x  3  + b ، حيث a و c عددان صحيحان لا 
 cx  3  + d

افترض أن    

يساويان الصفر، و b و d عددان صحيحان.

É: افترض أن c = 1 و اختر ثلاث مجموعات مختلفة  v«dhóL  (a  
لقيم a, b, d . ثم اكتب الدالة في كل حالة وأكمل الجدول أدناه:

c = 1

a b d   lim  x→∞
   f (x)   lim  x→-∞

   f ( x)

É: اختر ثلاث مجموعات مختلفة من القيم لكل متغير،  v«dhóL  (b  
مجموعة فيها a > c ، ومجموعة فيها a < c ، ومجموعة فيها 

.a ن جدولاً كما في الفرع a = c . ثم اكتب كل دالة، وكوِّ

 _ f(x) =    ax  3  + b  عندما 
 cx  3  + d

ن قيمة نهاية الدالة    É: خمّ v«∏«∏ëJ  (c  
تقترب x من ∞-  ومن ∞+ .
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

ôjôÑJ: بيِّن إذا كان لكل من الدالتين الآتيتين عدم اتصال لانهائي، أم 
قفزي، أم قابل للإزالة عند x = 0 . برر إجابتك.

f (x) =    x  4  _ 
 x  5 

   40(  f (x) =    x  5  +  x  6  _ 
 x  5 

   39(  

: أوجد قيمة كلٍّ من a, b التي تجعل الدالة  f متصلة. qóëJ  41(  

f (x) =  

 
 

    


  

      x   2  + a , x ≥ 3
      bx + a , -3 < x < 3
 -b - x , x ≤ -3

  

ر إجابتك. ∞-→lim  x   في كلٍّ من الحالات الآتية، وبرِّ
  f (x) أوجد :ôjôÑJ

∞→lim  x   حيث f دالة زوجية.
  f (x) = -∞  42(  

∞→lim  x   حيث f دالة فردية.
  f (x) = -∞  43(  

∞→lim  x   حيث f دالة متماثلة حول نقطة الأصل.
  f (x) = ∞  44(  

. y دالة متماثلة حول المحور f حيث   lim  x→∞
  f (x) = ∞  45(  

ÖàcG: أعط مثالاً على دالة لها عدم اتصال قابل للإزالة، ثم بيّن كيف   46(  
يمكن إزالته. وكيف تؤثر إزالة عدم الاتصال في الدالة؟



استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل كلٍّ من الدوال الآتية بيانيًّا، وتحديد 
(1-2 ¢SQódG) :ا أصفارها. ثم تحقّق من إجابتك جبريًّ

 f (x) =   2x + 1 _ x   47(  

g(x) =    x  2  - 3 _ 
x + 1

   48(  

h(x) =   √ �����  x  2  + 4x + 5   49(  

(1-1 ¢SQódG) :حدد مجال كل من الدوال الآتية

f (x) =   4x + 6 _ 
 x  2  + 3x + 2

   50(  

g (x) =   x + 3 __ 
 x  2  - 2x - 10

   51(  

g (a) =   √ ��� 2 -  a  2    52(  

 __ f(x) =   2x - 5 فأوجد قيمة الدالة في كل 
 x  2  - 3x + 1

إذا كانت   

(1-1 ¢SQódG) :مما يأتي

f (9)  53(  

f (3b)  54(  

f (2a - 3)  55(  

مثل بيانيًّا كل من الدوال الآتية باستعمال الحاسبة البيانية، ثم حلل منحناها 
د إن كانت الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك. ثم تحقق من إجابتك  لتحدّ
(1-2 ¢SQódG) .ا. وإن كانت زوجية أو فردية فصف تماثل منحناها جبريًّ

h(x) =  
 
 √ ���  x  2  - 9   56(  

f(x) =   x + 4 _ 
x - 2

   57(  



يبين التمثيل البياني أدناه منحنى دالة كثيرة الحدود f (x). أي الأعداد   58(  

الآتية يمكن أن يكون درجة للدالة f (x)؟ 

O x

y

 1  A  

2  B  

3  C  

4  D  

في أي الفترات الآتية يقع صفر الدالة f (x) =   √ ���   x   2  - 6   - 6 ؟   59(  

 [ 6 , 7 ]  A  

 [ 7 , 8 ]  B  

[ 8 , 9 ]  C  

[ 9 , 10 ]  D  



y

xO

y = f (x)







-5


y

xO

f (x2)

x1 x2

f (x1)

y

xO

f (x2)
f (x1)

x1 x2

y

xO x1 x2

f (x2) = f (x1)

38-46.indd   38 6/12/19   9:04 AM
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استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات التي تكون فيها الدالة متزايدة، أو متناقصة، أو ثابتة 
ا. مقربةً إلى أقرب 0.5 وحدة، ثم عزّز إجابتك عدديًّ

f (x) = -2  x  3  )a  

ا: vيانيH التحليل 

يبين التمثيل البياني أن قيم f (x) تتناقص كلما ازدادت قيم x ؛ لذا فإن الدالة متناقصة 
في الفترة (∞ ,∞-).

ا: vدديY õيõ©الت 

ا للمتغير x في الفترة. كوّن جدولاًا يتضمن قيمًا

x -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

f (x) 1024 432 128 16 0 -16 -128 -432 -1024
  

يوضّح الجدول أنه عندما تتزايد قيم x ، تتناقص قيم f (x)  ؛ وهذا يعزّز ما توصلنا إليه من التمثيل البياني.

g (x) =  x  3  - 3x  )b  

ا: vيانيH التحليل 

يبين التمثيل البياني أن g متزايدة في الفترة (1- ,∞-)، ومتناقصة في الفترة (1 ,1-) 
ومتزايدة في الفترة (∞ ,1).

ا: vدديY õيõ©الت 

ا للمتغير x في كل فترة من الفترات الثلث السابقة. كوّن جدولاًا يتضمن قيمًا

x -11 -9 -7 -5 -3 -1

g (x) -1298 -702 -322 -110 -18 2
:(-∞, -1)

  

:(-1, 1)
x -1 -0.5 0 0.5 1

g (x) 2 1.375 0 -1.375 -2
  

:(1, ∞)
x 1 3 5 7 9 11

g (x) -2 18 110 322 702 1298
  

 g (x) من 1- إلى 1 ، فإن x تزداد، وعندما تزداد g (x) إلى 1- ، فإن x توضح الجداول السابقة أنه عندما تزداد
تتناقص، أما عندما تزداد x ابتداءًا من 1 ، فإن g (x) تزداد. وهذا يعزّز ما توصلنا إليه من التمثيل البياني.

 ∂ª¡a øتحق≤ م
 )1B   )1A 

     

بينما يستعمل التمثيل البياني لإيجاد الفترات التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة ويمكن تعزيز ذلك 
ا، إلا أننا نحتاج إلى حساب التفاضل لإثبات صحة هذه الخصائص. عدديًّ

1س�bايد والتناõتحديد الت


 :äتراa

’ øµªj وO ∞�UالH áاfC¡ا 
م�æاá��b اCو م�õاjدæY Iد 

á£�f; لòل∂ ª���ùjل 
ال����يæY ) , ( øد تحدjد 

الØ��اä ال�« تa ¿�µي¡ا 
.á��bاæ�و مCا Iدjاõ�م áالدال

y

xO

f(x)= 2x   3

y

xO

g(x) = x3  3x 
الدوا∫ الªتõايدة, 

الªتناb�صة , الãاHتة: 
اPEا cاâf الدالá م�õاjدI اCو 
م�æاá��b اCو Kاá�H لµل bي� 

 áالO ≈ qª�ùال¡ا تéم »a x
 á�HاK وCا á��bاæ�و مCا Iدjاõ�م

 »a áالدالa .Öل≈ ال��تيY
الªثال 1a م�æاH ,á��bيªæا 

 øµªj ’ 1b ثالªال »a áالدال
ت��æيØ¡ا Yل≈ اfC¡ا م�õاjدI اCو 
م�æاá��b؛ ’fC¡ا م�õاjدY Iل≈ 

.��NCل≈ اY á��bاæ�وم I��a

y

xO

h (x) = 3x+ 11 , x< 3
32 , x≥

xO

y

f (x)= 2x2 8x+5
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ا في  لاحظ أن النقاط التي تغير الدالة عندها سلوك تزايدها أو تناقصها تكوّن قمة أو قاعًا
منحنى الدالة وتُسمّى نقاطًا حرجة. ويكون المماس المرسوم للمنحنى عند هذه النقاط إما 

ا ) أي أن ميله صفر أو غيرمعرف(، أو أنه لا يوجد عندها مماس، وقد يدل  أفقيًّا أو عموديًّ
ذلك على وجود قيمة عظمى أو صغرى للدالة. 

يمكن أن يكون للدالة أشكال مختلفة من القيم العظمى والقيم الصغرى )القيم القصوى).

 ��NC’ي™ ال�ي� اªL øم �ÑcCا âfاcو áللدال áªيb äدLا وPEا الت©بير اللف¶«: 
. káمحلي ≈ª¶Y káªيb ânي uª o�� áال الدالéم øم I��a »a
 äدLا وPEا f áللدال áمحلي ≈ª¶Y áªيb f (a) ¿�µت  :Rالرمو

 »a x �يb لµل ¿�µj ¿Cل≈ اY a …��تح (  x  1  ,  x  2  ) I��a
.  f (a) ≥ f (x) , (  x  1 ,  x  2  ) I��Øال

:êPوªالن
y

x

f(b)

f(a)

y = f (x)

O

f   f (a)

 f   f (b)

a b  �ÑcCا âfاcو ,áللدال áمحلي ≈ª¶Y áªيb äدLا وPEا الت©بير اللف¶«: 
.á�م£ل ≈ª¶Y áªيb ânي uª o�� ,ال¡اéم »a áللدال áªيb
تb f (b) ¿�µيª¶Y áª≈ م£ل�á للدالf á اPEا cا¿ لµل   :Rالرمو

. f (b) ≥ f (x) ,ال¡اéم »a x �يb

اPEا وLدb äيáª للدالá, وcاâf اUC��� مªL øي™ ال�ي�  الت©بير اللف¶«: 
 káªيb ânي uª o�� ,áال الدالéم øم I��a »a ��NC’ا

. káمحلي ����U
 äدLا وPEا f áللدال áمحلي ����U áªيb f (a) ¿�µت  :Rالرمو

 »a x �يb لµل ¿�µj ¿Cل≈ اY a …��تح ( x  1  ,  x  2 ) I��a
. f (a) ≤ f (x) , ( x  1  ,  x  2  ) I��Øال

:êPوªالن
y

xO

f(a)

f(b)

y = f (x)

 f   f (a)

 f   f (b)

a b
 ���UCا âfاcو áللدال áمحلي ����U áªيb äدLا وPEا الت©بير اللف¶«: 

. ká�م£ل ����U káªيb ânي uª o�� ال¡اéم »a áللدال áªيb
تb f (b) ¿�µيU áª���� م£ل�á للدالf á اPEا cا¿ لµل   :Rالرمو

. f (b) ≤ f (x) ال¡اéم »a x �يb

استعمل التمثيل البياني لتقدير قيم x التي يكون للدالة f (x)  عندها قيم قصوى مقربة 
ز  إلى أقرب 0.5 وحدة، وأوجد قيم الدالة عندها، وبين نوع القيم القصوى، ثم عزِّ

ا. إجابتك عدديًّ
ا: vيانيH التحليل

يوضّح التمثيل البياني أن للدالة قيمة عظمى محلية عند x = -0.5 ، ومقدارها صفر 
     lim  x⟶-∞

  f (x) = -∞ ومقدارها 1- . لاحظ كذلك أن ، x = 1 تقريبًّا. كما يوجد للدالة قيمة صغرى محلية عند
∞⟶lim  x   ، وعليه لا يوجد قيم قصوى مطلقة للدالة. 

  f (x) = ∞ و
ا: vدديY õيõ©الت

ا للمتغير x على طرفي قيمة x المتوقع أن يكون عندها قيمة قصوى محلية، ثمّ اختر قيمتين إحداهما كبيرة  اختر قيمًا
ا. ا، والأخرى صغيرة جدًّ جدًّ

x -100 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 100

f (x) -1.0 · 1 0  6 -1.00 0.13 0 -0.63 -1 -0.38 9.9 · 1 0  5 

بما أن f (-0.5) > f (-1)  و f (-0.5) > f (0)، فيوجد للدالة قيمة عظمى محلية عند إحدى قيم x القريبة من 
. 0.5- في الفترة (0 ,1-). وبما أن f (-0.5) ≈ 0.13 فإن تقدير القيمة العظمى المحلية بالقيمة 0 يعد معقولاًا

O



y

x


 :iالق�صو ºالقي

ليùس مø ال†��ور… اC¿ ت�Lد 
 á£�f لc دæY ����b áªيb

.áL�M


 :iالق�صو ºالقي

 ≈æحæªا�س لªªا¿ ميل الc اPEا
 áLالح� á£�æد الæY áالدال

Zي� م��± ªcا a« الµ�ûل 
 áد للدالL�ت ’ ¬fEاa ;√اfOCا

 áªيb á£�æال √òg دæY
 .����U وCا ≈ª¶Y

y

xO

لقة£ªحلية والªال iالق�صو ºالقي


bيªة b�صوi محلية: 
 áªيb íم��£ل oلª���ùoj

 áªيb øم k’دH áمحلي ����b
 ����U وCا áمحلي ≈ª¶Y

.áمحلي

2للدالة وتحديدها iالق�صو ºتقدير القي
y

x

f(x) = x3 x2 x

O
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 بالطريقة نفسها، بما أن f (1) < f (0.5) , f (1) < f (1.5) ، فتوجد قيمة صغرى محلية عند إحدى قيم x القريبة من 
. العدد 1 في الفترة (1.5 ,0.5) و بما أن f (1) = -1 ، فإن تقدير القيمة الصغرى بالقيمة 1- يعد معقولاًا

وبما أن f (100) > f (-0.5) , f (-100) < f (1) ، فهذا يعزز تخميننا بأنه لا توجد قيم قصوى مطلقة.
∂ª¡a øتحق≤ م

 )2B   )2A y

xO

g (x)= x5 2x4  2x3+3x2

  

y

xO

f (x)= x4 x3+ 3x2+2x

  

ا لتحديد القيم القصوى المحلية والمطلقة  نحتاج إلى حساب التفاضل لاختبار تزايد الدالة وتناقصها، ونحتاج إليه أيضًا
للدالة والذي ستتم دراستها في الفصل الثامن )النهايات والاشتقاق(. كما يمكن استعمال الحاسبة البيانية لتحديد 

مواقع القيم القصوى، وإيجاد قيمها.

الحا�صبة البيانية: استعمل الحاسبة البيانية لتجد القيم القصوى المحلية والمطلقة للدالة
د قيم x التي تكون عندها هذه القيم.  f (x) = -4 x  3  - 8 x  2  + 9x - 4  مقربة إلى أقرب جزء من مئة، وحدِّ

مثّل الدالة بيانيًّا، واختر التدريج المناسب بحسب الحاجة 
لتتمكن من رؤية خصائص الدالة.

بالضغط على المفاتيح:   ، ثم اكتب الدالة 
واضغط 

يوضّح التمثيل البياني أن للدالة قيمة صغرى محلية واحدة في الفترة (1- ,2-) ، وقيمة عظمى محلية واحدة في 
الفترة (1 ,0) ، أما سلوك طرفي التمثيل البياني فيدلُّ على عدم وجود قيم قصوى مطلقة للدالة.

اضغط على مفتاح  ، ثم على  ، واختر منها  أو 
، ثم مرّر المؤشر أفقيًّا على الشاشة من اليسار إلى اليمين فتظهر نقطة القيمة الصغرى   

x = 0.43 وتقدر القيمة العظمى المحلية بـ 1.93- وتكون عند ، x = -1.76 المحلية تقدر بـ 22.81- وتكون عند

    

∂ª¡a øتحق≤ م
g(x) = 2 x  3  - 4 x  2  - x + 5  )3B  h(x) = 7 - 5x - 6 x  2  )3A 

3iالق�صو ºا∫ الحا�صبة البيانية لتقدير القيª©ا�صت


Vصب§: 

æYد الÑحøY å ال�ي� 
 øد مcCوال����� تا ≈ª¶�ال

 ,Ö��اæªال èjيار ال�در�Nا
 ≈æحæم ájDرو øم øµª��ل

. kÓامc áالدال
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إن البحث عن الحل الأمثل هو أحد التطبيقات الحياتية على القيم القصوى في الرياضيات، حيث يتم التعبير عن 
المسائل الحياتية بدوال توضع عليها بعض الشروط الخاصة ثم تُحسب القيمة الأمثل.

RراYة: يتم قطف 400 حبة برتقال من كل شجرة في الموسم الواحد عندما يكون عدد أشجار البرتقال في الحقل 
75 شجرة. فإذا علمت أنه عند زراعة كل شجرة جديدة ينقص إنتاج كل شجرة في البستان بمقدار حبتين. فكم 

شجرة إضافية يجب زراعتها للحصول على أكبر إنتاج ممكن؟

اكتب الدالة f (x) لتصف الإنتاج الكلي للبستان، بحيث تمثّل x عدد أشجار البرتقال الجديدة التي سيتم زراعتها.
IدMال�ا I�é�ûال êا�fEا  ×  »a ارé�TC’ا OدY  = ا’fE�اê الµل«   

مø ال�Ñت�ال الùÑ��ا¿   للùÑ��ا¿    

(400 - 2x)  ×  (75 + x)  =  f (x)  

 . f (x) المطلوب هو إيجاد أكبر إنتاج ممكن للبستان أو القيمة العظمى للدالة
لذا مثِّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية، ثم اضغط على مفتاح  ، 
ثم  ، واختر منها   ، ثم مرّر 
المؤشر أفقيًّا على الشاشة من اليسار إلى اليمين فتظهر نقطة القيمة العظمى، 

. x ≈ 62.5 تقدر بـ 37812.5 وتكون عند

لذا يكون إنتاج البستان أكبر ما يمكن عند زراعة 62 أو 63 شجرة جديدة، 
ويكون مقدار الإنتاج 37812 حبة برتقال تقريبًاا.

∂ª¡a øتحق≤ م

�صناYة: يرغب صاحب مصنع زجاج في إنتاج كأس أُسطوانية الشكل مفتوحة من أعلى مساحتها الكلية   )4 
 π   in   2 10 . أوجد طول نصف قطر الكأس وارتفاعه اللذين يجعلن حجمها أكبر ما يمكن.

ا  متو�ص§ م©د∫ الت¨ير: تعلمت في دراستك السابقة أن الميل بين أي نقطتين واقعتين على دالة خطية يمثّل مقدارًا
ثابتًاا. إلا أنه يتغير عند التعامل مع دوال غير خطية، إذ يختلف الميل باختلف النقاط؛ لذا فإننا نتحدثُ عن متوسط 

معدل تغير الدالة بين أي نقطتين.

 øي�£�f …Cا øيH م����� م�دل ال��ي� الت©بير اللف¶«: 
Yل≈ مæحæ≈ الدالg f á� ميل الùª���ي� 

.øي�£�æال øاتي¡H ارªال

≈ الùª���ي� الªار æH�£�يY øل≈  qª�ùoj ا:  vهند�صي
ا, و �jمõ لªيل  k�Wاb áالدال ≈æحæم

.  m  sec  õال�مH ™Wال�ا

 áم����� م�دل ت�ي� الدال  :Rالرمو
 �g [ x  1 ,  x  2 ] I��Øال »a f (x)

 m  sec  =   
f ( x  2 ) - f ( x  1 )

 __  x  2  -  x  1   

y

xO

y = f (x)

(x1, f (x1))

(x2 , f (x2))

x1 x2



44iالق�صو ºالقي äت£بيقا

تû�ي� H�†س الدرا��اä الحدjثá اEل≈ 
 »a دYا�ùj ت�ال�Ñي� ال��Y Ü��T ¿Cا

.Öس ال�لVم�اCا øم ájاb�ال

متو�ص§ م©د∫ الت¨ير
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أوجد متوسط معدل التغير للدالة f (x) = - x  3  + 3x الممثلة في الشكل (1.4.1) في كلٍّ من الفترتين الآتيتين:

[-2 , -1]  )a  
استعمل قاعدة حساب متوسط معدل التغير للدالة f في الفترة [1- ,2-] .   

 x  1   ¿اµ2- م ,  x  2  ¿اµس 1- مV u�Y    
f ( x  2 ) - f ( x  1 )

 _  x  2  -  x  1    =   
f (-1) - f (-2)

  __ 
-1 - (-2)                                                      

f (-2) , f (-1) سV u�Y    =   
[-(-1 )  3  + 3(-1)] - [-(-2 )  3  + 3(-2)]

   ____  
-1 - (-2)

    

� u�ùH   =   -2 - 2 _ 
-1 - (-2)

   = -4                        

أي أن متوسط معدل التغير للدالة f في الفترة [1- ,2-] هو 4- .   

[0 , 1]  )b  

 x  1   ¿اµ0 م ,  x  2  ¿اµس 1 مV u�Y    
f ( x  2 ) - f ( x  1 )

 _  x  2  -  x  1    =   
f (1) - f (0)

 _ 
1 - 0

     

� u�ùHو  f (0) , f (1) سV u�Y  =   2 - 0 _ 
1 - 0

   = 2   

أي أن متوسط معدل التغير للدالة f في الفترة [1 ,0] هو 2.   

∂ª¡a øتحق≤ م
f (x) =  x  4  - 6 x  2  + 4x , [-5, -3]  )5B  f (x) =  x  3  - 2 x  2  - 3x + 2 , [2, 3]  )5A 

.t في زمن مقداره d لجسم يقطع مسافة r يُستعملُ متوسط معدل التغير في تطبيقات حياتية كثيرة، ومنها السرعة المتوسطة

aيõياA: إذا كانت المسافة التي يقطعها جسم ساقط من مكان مرتفع تعطى بالدالة  d(t) = 16 t  2، حيث t الزمن 
بالثواني بعد سقوط الجسم، d (t) المسافة المقطوعة بالأقدام. إذا أهملت مقاومة الهواء، فأوجد السرعة المتوسطة 

في كل من الفترتين الآتيتين.

من 0 إلى 2 ثانية  )a  

t  1   ¿اµ0 م ,  t  2  ¿اµس 2 مV u�Y    
d( t  2 ) - d( t  1 )

 _  t  2  -  t  1    =   
d(2) - d(0)

 _ 
2 - 0

                      

� u�ùHو , d(0) , d(2) سV u�Y   =   64 - 0 _ 
2
   = 32   

متوسط تغير الدالة في الفترة المعطاة يساوي ft/s 32 . وهذا يعني أن سرعة الجسم المتوسطة في أول ثانيتين    
. 32 ft/s من السقوط هو

من 2 إلى 4 ثوانٍ  )b  

t  1   ¿اµ2 م ,  t  2  ¿اµس 4 مV u�Y    
d( t  2 ) - d( t  1 )

 _  t  2  -  t  1    =   
d(4) - d(2)

 _ 
4 - 2

    

� u�ùHو , d(2) , d(4) سV u�Y  =   256 - 64 _ 
2
   = 96 ft/sec   

متوسط معدل تغير الدالة في الفترة المعطاة يساوي ft/s 96 ، وهذا يعني أن سرعة الجسم المتوسطة في    
. 96 ft/s الثانيتين التاليتين هو

∂ª¡a øتحق≤ م
ذِفَ جسم إلى أعلى من ارتفاع ft 4 عن سطح الأرض، فإذا كان ارتفاعه عن سطح الأرض يُعطى  aيõياA: قُ  )6 

بالدالة d(t) = -16 t  2  + 20t + 4 ، حيث t الزمن بالثواني بعد قذفه وd(t) المسافة التي يقطعها، إذا أهملت 
مقاومة الهواء، فأوجد السرعة المتوسطة للجسم في الفترة من 0.5 إلى 1 ثانية.

5اد متو�ص§ م©د∫ الت¨يرéيEا

الûصكل 1.4.1

y

xO

−1

f(x) = x3+ 3x

−1 1 2

1

2

66تو�ص£ةªة الYاد ال�صرéيEا

ا اEل≈  kي�NCت��ل ا á£bا�ùال Ωا�ùLC’ا ¿Eا
 .áqjالحد áY��ùال ≈ qª�ùoت á�HاK áY���
áqjالحد áY��ùل≈ الEل« ا¶ªل ال��jو

)æY )120 - 150 mi/hدما تµ�¿ م¶ل�¬ 
.á�م�ل
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L�jد H ¥�aيø مØ¡�م« 

 áY��ùوال á£����ªال áY��ùال
 áY��ùالa ;á¡é�ªال á£����ªال

 ��a دار�ªال »æ�ت á£����ªال
 áY��ùا الªæيH ,)áيا��يb áيªc(
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استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتقدير الفترات التي تكون فيها 
الدالة متزايدة، أو متناقصة، أو ثابتة مقربة إلى أقرب 0.5 وحدة. ثم عزّز 

 )مثال 1( ا: إجابتك عدديًّ

	2) 	 	1) 	

	4) 	 	3) 	

 يعطى ارتفاع كرة سلة f (t) عن سطح الأرض في الرمية  كرة �سلة: 	5) 	
الحرة بالدالة f (t) = -64.4​t ​2​ + 48.3t + 5 ، حيث t الزمن 

 )مثال 2( بالثواني، و f (t) الارتفاع بالأقدام.

مَثِّل الدالة بيانيًّا. 	)a 	

أوجد قيمة تقريبية لأعلى ارتفاع تصل إليه الكرة. 	)b 	 
ا. ثم عزز إجابتك عدديًّ

قدّر قيم x التي يكون لكلٍّ من الدوال الآتية عندها قيم قصوى مقربة إلى 
أقرب 0.5 وحدة، وأوجد قيم الدالة عندها، وبيِّن نوع القيم القصوى، ثم 

 )مثال 2( ا. عزّز إجابتك عدديًّ

	7) 	 	6) 	

	9) 	 	8) 	

	11) 	 	10) 	

 أوجد القيم القصوى المحلية والمطلقة مقربة إلى  الحا�سبة البيانية:
أقرب جزء من مئة لكل دالة فيما يأتي، وحدد قيم x التي تكون عندها هذه 

  )مثال 3( القيم:

g(x) = -2​x ​3​ + 7x - 5 	12) 	

f (x) = ​x ​4​ - 2​x ​2​ + 5x 	13) 	

f (x) = -​x ​5​ + 3​x ​2​ + x - 1 	14) 	

 g(x) = ​x ​6​ - 4​x ​4​ + x 	15) 	

f (x) = 0.008​x ​5​ - 0.05​x ​4​ - 0.2​x ​3​ + 1.2​x ​2​ - 0.7x 	16) 	

f (x) = 0.025​x ​5​ - 0.1​x ​4​ + 0.57​x ​3​ + 1.2​x ​2​ - 3.5x - 2 	17) 	

 أوجد كلًّا من  هند�سة: 	18) 	
طول نصف قطر الأسطوانة 

وارتفاعها في الشكل 
المجاور؛ ليكون حجمها أكبر 

ما يمكن )قرب إلى أقرب 
 )مثال 4( جزء من عشرة( .

  )مثال 5( أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة فيما يأتي في الفترة المعطاة.

g(x) = 3 ​x ​2​ - 8 x + 2 , [4, 8] 	19) 	

f (x) = 3​x ​4​ - 2 ​x ​2​ + 6 x - 1 , [5, 9] 	20) 	

f (x) = -2​x ​4 ​- 5 ​x ​3​ + 4 x - 6 , [-1, 5] 	21) 	

h(x) = -​x ​5​ - 5 ​x ​2​ + 6 x - 9 , [3, 6] 	22) 	

f (x) = ​ x - 3 _ x  ​ , [5, 12] 	23) 	

f (x) = ​ √  x + 8 ​ , [-4, 4] 	24) 	

 إذا كان متوسط درجات الحرارة السيليزية لكل شهر في  طق�س: 	25) 	
 المدينة المنورة في سنة ما معطى بالدالة:

f (x) = -0.5455​x ​2​ + 7.09x +21.45  ، حيث x تمثّل رقم 

الشهر، فمثلًا x = 1 تمثّل شهر محرم، فأوجد متوسط معدل التغير 
 )مثال 6( في كل من الفترتين الآتيتين: وبرر إجابتك.

(b من رجب إلى شوال. 	 من ربيع الثاني إلى جمادي الأول .	 	)a 	



f(x)= x 4 3x 3 x+ 1
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استعمل التمثيل البياني أدناه للإجابة عما يأتي: 	26) 	
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أوجد متوسط معدل التغير في كلٍّ من الفترات  	)a 	 
.[5, 15] , [15, 20] , [25, 45]

قارن بين سرعات الجسم في هذه الفترات الزمنية. 	)b 	

 تبين لفريق بحث في إحدى شركات الحاسوب أن  تكنولوجيا: 	27) 	
الربح الذي تكسبه الشركة من بيع منتج جديد من الشرائح الإلكترونية 

يعطى بالدالة P(x) = -​x ​3​ + 5​x ​2​ + 8x ، حيث x ثمن بيع 
.0 ≤ x ≤ 6 ،الشريحة الواحدة بمئات الريالات

مثّل الدالة بيانيًّا. 	)a 	

أوجد أفضل سعر للشريحة الواحدة والذي يعطي أكبر ربح. 	)b 	

أوجد ربح الشريحة الواحدة عند بيعها بالسعر الأفضل. 	)c 	

 افترض أن الدخل السنوي )بالريال( لشخص منذ عام  دخل: 	28) 	
 1430هـ وحتى عام 1440 هـ  يعطى بالدالة:

I(x) = -1.465​x ​5​ + 35.51​x ​4​ - 277.99​x ​3​ + 
 741.06​x ​2​ + 847.8x + 25362, 0 ≤ x ≤ 10 

حيث x رقم السنة.

مثّل الدالة بيانيًّا. 	)a 	

أوجد متوسط معدل تغير الدخل من عام 1433 إلى عام  	)b 	
 ـ. وماذا تعني قيمة متوسط معدل التغير في هذه الفترة؟ 1440 ه

حدّد السنوات الأربع التي يكون فيها متوسط معدل التغير أكبر  	)c 	
ما يمكن، والسنوات الأربع التي يكون فيها أقل ما يمكن.

 يرغب سالم في عمل صندوق مغلق من الكرتون حجمه  �صندوق: 	29) 	
3024 قدمًا مكعبة. إذا كانت قاعدة الصندوق مربعة الشكل، فأوجد 

ح إجابتك. أبعاده التي تجعل مساحة سطحه أقل ما يمكن. وضِّ

h

w
�

مثِّل بيانيًّا الدالة f (x) في كل حالة مما يأتي:

f (x) متصلة ومتزايدة. 	30) 	

f (x) متصلة ومتناقصة. 	31) 	

.x لجميع قيم f (x) > 0 ،متصلة ومتزايدة f (x) 	32) 	

.x لجميع قيم f (x) > 0 ،متصلة ومتناقصة f (x) 	33) 	

f (x) متصلة، ومتزايدة لجميع قيم x < -2 ، و متناقصة لجميع قيم  	34) 	
. x > -2

f (x) متصلة، ومتناقصة لجميع قيم x < 0، و متزايدة لجميع قيم  	35) 	
.x > 0

الحا�سبة البيانية: حدّد إحداثيي النقطة التي يكون عندها لكل دالة مما 
يأتي قيمة قصوى مطلقة إن وجدت، وبيِّن نوعها:

f (x) = 2(x - 3​) ​2​ + 5 	36) 	

f (x) = -0.5(x + 5​) ​2​ - 1 	37) 	

f (x) = -4|x - 22| + 65 	38) 	

f (x) = (36 - ​x ​2​​) ​0.5​ 	39) 	

f (x) = ​x ​3​ + x 	40) 	

 قام عبد الله بتسجيل المسافة الكلية التي قطعها في إحدى  �سفر: 	41) 	
الرحلات ومثَّلها بيانيًّا. أعطِ أسبابًا توضح اختلاف متوسط معدل 

التغير، ولماذا يكون ثابتًا في فترتين؟


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
 مثل بيانيًّا الدالة f (x)  في كلٍّ من السؤالين الآتيين. م��سألة مفتوحة:

متصلة 	42) 	
متزايدة على (4 ,∞-) 	 	

ثابتة على [8 ,4] 	 	
متناقصة على (∞ ,8) 	 	

f (5) = 3 	 	

x = -2 لها نقطة عدم اتصال لانهائي عند 	43) 	
متزايدة على (2- ,∞-) 	 	

متزايدة على (∞ ,2-) 	 	
f (-6) = -6 	 	

 f دالة متصلة لها قيمة صغرى محلية عند x = c ومتزايدة  تبرير: 	44) 	
 . c لتقترب من x صِف سلوك الدالة عندما تزداد . x > c عندما

وضّح إجابتك.

 ، g(b) = -4 و g(a) = 8 دالة متصلة، وكان g إذا كانت  تحدّ: 	45) 	
ر إجابتك. فأعطِ وصفًا لقيمة g(c) حيث a < c < b. وبرِّ

 استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة f (x) = sin x  بيانيًّا،  تحدّ: 	46) 	
ثم صف القيم القصوى المحلية للدالة.

 أوجد ميل القاطع المار بالنقطتين (a, f(a)) , (b, f(b)) إذا  تبرير: 	47) 	
كانت f (x) ثابتة في الفترة (a, b). وضّح إجابتك.

 صف متوسط معدل تغير الدالة إذا كانت متزايدة أو متناقصة  اكتب: 	48) 	
أو ثابتة في فترة معينة.



حدد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيمة أو قيم x المعطاة معتمدًا 
على اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة، فبيِّن نوع عدم الاتصال: 

 )الدر�س 1-3( لانهائي، قفزي، قابل للإزالة.

f (x) = ​ √  ​x ​2​ - 2 ​  , x = -3 	49) 	

f (x) = ​ √  x + 1 ​ , x = 3 	50) 	

h(x) = ​ ​x ​2​ - 25 _ 
x + 5

  ​ ; x = -5 , x = 5 	51) 	

مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا مستعملًا الحاسبة البيانية، ثم حدّد ما إذا كانت 
ا، و إذا كانت  الدالة زوجية أم فردية أم غير ذلك. وتحقّق من إجابتك جبريًّ

 )الدر�س 1-2( الدالة زوجية أو فردية فصف تماثل منحنى الدالة.

f (x) = |​x ​5​| 	52) 	

f (x) = ​ x + 8 _ 
x - 4

 ​ 	53) 	

g(x) = ​  ​x ​2​ _ 
x + 3

 ​ 	54) 	

 )الدر�س 1-1( أوجد مجال كل دالة مما يأتي:

f (x) = ​  3x _ 
​x ​2​ - 5

 ​ 	55) 	

g(x) = ​ √  ​x ​2​ - 9 ​ 	56) 	

h(x) = ​  x + 2 _ 
​ √  ​x ​2​ - 7 ​

 ​ 	57) 	

 )الدر�س 1-3( صف سلوك طرفي التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي:

f (x) = ​x ​ 10​ - ​x ​ 9​ + 5 ​x ​ 8​ 	58) 	

g(x) = ​  ​x ​ 2​ + 5 _ 
7 - 2 ​x ​ 2​

 ​ 	59) 	

h(x) = ​⎜​(x - 3) ​ 2​ - 1⎟​ 	60) 	



 . CD فأوجد ميل القطعة المستقيمة ، q ≠ n في الشكل أدناه، إذا كان  	61) 	

y

xO

(n, n 2)

(q, q 2)

D

C

​ 
​q ​2​ + q

 _ 
​n ​2​ - n

 ​ 	C 	q + n 	A 	

​  1 _ q + n ​ 	D 	q - n 	B 	

يوجد للدالة y = ​x ​3​ + 2​x ​2​ - 4x - 6 قيمة عظمى محلية ، وقيمة  	62) 	
صغرى محلية. أوجد قيم x التي تكون عندها هذه القيم.

x ≈ -0.7 عظمى محلية عند 	A 	 
x ≈ 2 صغرى محلية عند

x ≈ -0.7 عظمى محلية عند 	B 	 
x ≈ -2 صغرى محلية عند

x ≈ -2 عظمى محلية عند 	C 	 
x ≈ 0.7 صغرى محلية عند

x ≈ 2 عظمى محلية عند 	D 	 
x ≈ 0.7 صغرى محلية عند
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(1-1 ¢SQódG) : x تمثل دالة في y في كل علاقة مما يأتي، حدد ما إذا كانت

 2(  3x + 7y = 21  1(  

 4(   3(  

    

(1-1 ¢SQódG) . f (2) فأوجد ، f (x) =  

 
 

    


  
  x  2  , x < 2
 x , x ≥ 2

إذا كانت   5(  

Ωób Iôc: يعطى ارتفاع كرة قدم عن سطح الأرض عند ضربها من   6(  
قبل حارس مرمى بالدالة h(t) = -8  t  2  + 50t + 5 ، حيث
(1-1 ¢SQódG) .الزمن بالثواني t ارتفاع الكرة بالأقدام، و  h

. أوجد ارتفاع الكرة بعد 3 ثوانٍ  (a  

ر إجابتك. ما مجال هذه الدالة؟ برِّ  (b  

استعمل التمثيل البياني للدالة h أدناه لإيجاد مجالها ومداها في كلٍّ مما 
(1-2 ¢SQódG) :يأتي

 8(   7(  y

x

h(x)

O

  

y

xO

h(x)

  

(1-2 ¢SQódG) :والأصفار لكلٍّ من الدالتين الآتيتين y أوجد المقطع

f (x) = 5 -   √ � x   10(  f (x) =  x  3  - 16x  9(  

 ، y والمحور ، x اختبر تماثل كلٍّ من المعادلتين الآتيتين حول المحور
(1-2 ¢SQódG) .و نقطة الأصل

xy = 4  12(   x  2  +  y  2  = 9  11(  

ر إجابتك  د ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند x = 5 . وبرِّ حدّ
(1-3 ¢SQódG) .باستعمال اختبار الاتصال

f (x) =   √ ���  x  2  - 36   13(  

f (x) =    x  2  _ x + 5   14(  

ز إجابتك  صف سلوك طرفي كلٍّ من التمثيلين البيانيين الآتيين. ثم عزِّ
(1-3 ¢SQódG) .عدديًّا

 16(   15(  

Oó©àe øe QÉ«àNG: ما نوع نقطة عدم الاتصال للدالة الممثلة في   17(  
(1-3 ¢SQódG) ؟ x = 1.5 الشكل أدناه عند

y

xO

_ ≠
x2-2.25
x

x
-1.5
1.5

, 1.5

=x 1.5,
f(x) =

قفزي  C غير معرف   A  
قابل للإزالة  D لانهائي   B  

استعمل التمثيل البياني لكل دالة أدناه لتقدير الفترات التي تكون فيها الدالة 
ا.   ز إجابتك عدديًّ متزايدة أو متناقصة أو ثابتة مقربة إلى أقرب 0.5 وحدة. وعزِّ

(1-4 ¢SQódG)
 19(   18(  

ر قيمة  استعمل التمثيل البياني للدالة في السؤال 18 أعلاه، وقدِّ  20(  
x التي يكون للدالة عندها قيمة قصو￯ مقربة إلى أقرب 0.5 

ز إجابتك  وحدة، وأوجد قيمة الدالة عندها، وبيِّن نوعها، ثم عزِّ
(1-4 ¢SQódG) .عدديًّا

AÉjõ«a: إذا كانت المسافة التي يقطعها جسم ساقط من مكان مرتفع   21(  
تعطى بالدالة  d(t) = 16  t  2 ، حيث t الزمن بالثواني، d(t) المسافة 

المقطوعة بالأقدام. إذا أهملت مقاومة الهواء فأوجد متوسط السرعة 
(1-4 ¢SQódG) . [0, 3] في الفترة

د ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلة عند في كل علاقة مما يأتي، حدّ

π°üØdG ∞°üàæe QÉÑàNG
1-4 ≈dEG 1-1 øe ¢ShQódG

x y

-1 -1

1 3

3 7

5 11

7 15

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

y

−2
−1

2

2 4

4

6

8 1_
x
 + 5f(x) =

y

xO

y=-10x3+11x2-0.25x-7

y

O x1 2

1

2

-1-2
-1

-2

-x3 3xf(x) =

y

−4

−8

−4−8

8

4

4 8O x

-x2 6x + 5f(x) =



y

xO

f (x) = c
y

xO

f (x) = x

y

xO

f (x)=x2

y

xO

f (x)=x3

y

xO

f (x)=√x

y

xO

f (x)= 1_
x

y

xO




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دُّ دالة القيمة المطلقة إحد￯ الدوال الرئيسة (الأم(. كما تُعَ

, f (x) =  ⎜x⎟  õمôdاH ,á≤ل£ªال áªال≥ي áلدال õمôoj التعبير ال∏فظ«: 
 :»JB’G ƒëædG ≈∏Y ± sô©Jh , V ±ôëdG πµ°T اgاæëæم òNCاjh

f (x) =  

 
 
 ⎨   


 
-x , x < 0
   x , x ≥ 0

 

|-5| = 5 , |0| = 0 , |4| = 4  :á∏مثCا

êPموæال
y

xO

f (x)=x

أما الدالة الدرجية، فهي دالة متعددة التعريف يُشبهُ تمثيلها البياني الدرج، ومن الأمثلة المشهورة على هذا النوع دالة 
أكبر عدد صحيح.

 , f (x) = x õمôdاH íحي°U OدY ôÑcCا áلدال õمôj التعبير ال∏فظ«: 
. x …hا°ùj hCG øم πbCG í«ë°U OóY ôÑcCG ا¡fCاH ±ô©وت

-4 = -4 , -1.5 = -2 ,    1 _ 
3
    = 0  :á∏مثCا

êPموæال
y

xO

f (x)=[x]

باستعمال ما تعلمته في الدروس السابقة، فإنه يمكنك وصف خصائص كل دالة من الدوال الرئيسة (الأم(. ممّا 
يساعدك على تعرف منحنيات دوال أكثر تعقيدًا من العائلة نفسها وتحليلها.

  x والمقطع ￯في الشكل 1.5.1): المجال والمد( f (x) =   √  x    )صف خصائص منحنى الدالة الرئيسة )الأم
والمقطع y والتماثل والاتصال وسلوك طرفي التمثيل البياني وفترات التزايد والتناقص.

خصائص منحنى دالة الجذر التربيعي (الشكل 1.5.1( هي:
مجال الدالة  (∞ ,0]، ومداها (∞ ,0].  •

للمنحنى مقطع واحد عند (0 ,0).  •
المنحنى غير متماثل؛ لذا فإن الدالة ليست زوجية ولا فردية.  •

المنحنى متصل عند جميع قيم المجال.  •
.  lim  x→∞

  f (x) = ∞ وتكون x = 0 يبدأ المنحنى عند  •
المنحنى متزايد في الفترة (∞ ,0).  •

تë≥≤ مø ف¡م∂
ارسم الدالة المعطاة وحدد المجال والمد￯ والمقطع x والمقطع y والتماثل والاتصال وسلوك طرفي التمثيل 

البياني وفترات التزايد والتناقص.
f (x) = |x|  )1  

التëويلات ال¡æدSصيá: تؤثر التحويلات الهندسية  في شكل منحنى الدالة الرئيسة (الأم(. فبعضُ التحويلات تغيّر 
موقع المنحنى فقط، ولا تغير أبعاده أو شكله، وتسمى تحويلات قياسية. وبعضها الآخر يغير شكل المنحنى وتسمى 

تحويلات غير قياسية .

(ΩC’ا) áي�صFالر á≤∏£الم áال≥يم áدال

íيëصU ددY برcCا áدال

1(ΩC’ا) áي�صFالر áالدال ¢�Fصا�N ∞صUو

الûصµل 1.5.1

y

xO

f (x)=√x
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الانسحاب )الإزاحة( أحد التحويلات القياسية التي تنقل منحنى الدالة. فالانسحاب الرأسي ينقل منحنى الدالة  f  إلى 
أعلى أو إلى أسفل، بينما ينقل الانسحاب الأفقي منحنى الدالة إلى اليمين أو إلى اليسار.

ا’f�صëاÜ الراSCص«
ا: kMGõم f (x) ≈æëæم ƒg g (x) = f (x) + k ≈æëæم

. k > 0 ماóæY ≈لYCل≈ اEا IدMو k  •
. k < 0 ماóæY πØ°SCG ≈dEG äGóMƒdG øم |k|  •

y = f (x)

g (x) = f (x) + k

y

O x

y = f (x)

g(x)= f(x) - k

y

O x

ا’f�صëاÜ ا’Cف≥«
ا:  kMGõم f (x) ≈æëæم ƒg g(x) = f(x - h) ≈æëæم

. h > 0  ماóæY ø«ª«dG ≈dEG äGóMƒdG øم h  •
. h < 0 ماóæY Qا°ù«dG ≈dEG äGóMƒdG øم |h|  •

y = f (x)

y

O x

g(x)= f(x- h)

y = f (x)

y

O x

g(x) = f(x + h)

استعمل منحنى الدالة الرئيسة )الأم( |f (x) = |x لتمثيل كلّ دالة من الدوال الآتية بيانيًّا:

g (x) = |x| + 4  )a  

هذه الدالة على الصورة g(x) = f (x) + 4، وعليه فإن منحنى g(x) هو منحنى |f (x) = |x مزاحًا 4 وحدات    
إلى أعلى كما في الشكل 1.5.2.

g (x) = |x + 3|  )b  

هذه الدالة على الصورة g(x) = f (x + 3) أو g(x) = f   [x - (-3)]، وعليه فإن منحنى g(x) هو منحنى    
|f (x) = |x  مزاحًا 3 وحدات إلى اليسار كما في الشكل 1.5.3.

 g (x) = |x - 2| - 1  )c  

هذه الدالة على الصورة g(x) = f(x - 2) - 1، أي أن منحنى g(x) هو منحنى الدالة |f(x) = |x  مزاحًا    
وحدتين إلى اليمين ووحدة واحدة إلى أسفل كما في الشكل 1.5.4.

y

xO

f (x)=x

g(x)= x- 2 - 1

الûصµل 1.5.4    

y

xO

f (x)=x

g(x)= x+ 3

الûصµل 1.5.3    

y

xO

g(x)= x + 4

f (x)=x

الûصµل 1.5.2

تë≥≤ مø ف¡م∂ استعمل منحنى الدالة الرئيسة )الأم(  f (x) =  x  3 لتمثيل كل دالة من الدوال الآتية بيانيًّا:

h(x) =  (x + 2) 3  + 4  )2C  h(x) = 8 +  x  3  )2B  h(x) =  x  3  - 5  )2A 

»≤فC’ا Üاëص�f’ص« واSCالرا Üاëص�f’ا

2áالدال ≈æëæم Üاëص�fا


 :Üاëص�f’ا

 ≈æëæªd Üاë°ùfG AGôLEG ∂æµªj
 .áيfÉيÑال áÑ°SÉل الحÉª©à°SÉH áالO
 áيل الدالãªد ت©H ,  TI-nspire

 )ΩC’ا) á°ùيFôال
 : f 1(x)

 k √QGó≤م Üاë°ùfG AGôLE’ •
وMدYC’ Iل≈ اCو ’Ø°SCل اY §¨°Vل≈ 

:íتيÉØªال
  f 1(x) ± k 

 IدMو h √QGó≤م Üاë°ùfG AGôLE’ •
لليªيø اCو اليQÉ°ù اY §¨°Vل≈ 

 : íتيÉØªال
    f 1(x ± h) 

 Óc º°SôH áÑ°SÉالح Ωƒ≤à°S
 áوالدال )ΩC’ا) á°ùيFôال øيàالدال

.É¡°ùØf á°TÉ°ûل≈ الY áMاõªال
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من التحويلات القياسية الأخر￯ الانعكاس، والذي يُكوّن لمنحنى الدالة صورة مرآة بالنسبة لمستقيم محدّد.

x Qوëو∫ المM ¢Sاµعf’ا

 ≈æëæªd ¢Sاµ©fG ƒg g(x) = - f (x) ádGódG ≈æëæم
. x Qƒحªل الƒM f (x) áالدال

g(x) = - f(x)

y = f (x)
y

O x

y Qوëو∫ المM ¢Sاµعf’ا

 ¢SÉµ©fا ƒg g(x) = f (-x) ádGódG ≈æëæم
. y Qƒحªل الƒM f (x) ádGódG ≈æëæªd

g(x)= f (-x) y = f (x)

y

O x

+   g(x) = -  √  x - 1 يختلف  كن دقيقًا عند كتابة المعادلة الناتجة عن التحويل الهندسي لدالة، فمثلًا منحنى الدالة 2
.g(x) = - (  √  x - 1   + 2)  عن منحنى الدالة

y

xO

g(x) = -√x - 1 + 2

 ≈æëæªd ¢Sاµ©fG ºK ,ø«ª«dG ≈dEG IóMh Üاë°ùfG
 ÜÉح°ùfا ºK , x Qƒحªل الƒM f (x) =   √  x   áالدال

       وMدتيø اEل≈ اYCل≈.

y

xO
g(x) = - (√x - 1 + 2)

 øيªل≈ اليEا IدMو f (x) =   √  x   ádGódG ≈æëæªd Üاë°ùfG
. x Qƒحªل الƒM ¢SÉµ©fا ºK ,≈لYCل≈ اEا øدتيMوو

صف العلاقة بين منحنى الدالة  f (x) =  x  2  )في الشكل 1.5.5( ومنحنى g (x) في كل مما يأتي، 
: g (x) ثم اكتب معادلة

y

xO

y= g(x)

 )a  

 f (x) =  x  2  هو انسحاب لمنحنى g منحنى الدالة   
بمقدار 5 وحدات إلى اليمين ثم انعكاس حول 

. g(x) = - (x - 5) 2  أي أن ، x المحور

y

xO

y=g(x)

 )b  

 f (x) =  x  2  هو انعكاس لمنحنى g منحنى الدالة   
حول المحور x ثم انسحاب وحدتين إلى أعلى، أي 

. g(x) = - x  2  + 2 أن

الûصµل 1.5.5

y

xO

f(x)=x2

تë≥≤ مø ف¡م∂
صف العلاقة بين منحنيي   f (x) =   1 _ x و g(x) ثم اكتب معادلة g (x) في كلٍّ من السؤالين الآتيين :

 )3B   )3A y

xO

y=g(x)

  

y

xO y=g(x)

   

øييKداME’ا øيQوëو∫ المM ¢Sاµعf’ا

3ويلëمعاد’ت الت áHتاc
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التمدد هو تحويل غير قياسي يؤدي إلى تضيق (ضغط( أو توسع (مط( منحنى الدالة رأسيًّا أو أفقيًّا.

التمدد الراSCص«

 ádGódG ≈æëæم ¿Eاa ،اkÑLƒا مv«≤«≤M GkOóY a ¿اc GPEG
:ƒg  g (x) = a f ( x)

. a > 1 âfاc GPEG , f (x) ≈æëæªd »°SCGQ ™°SƒJ  •

0 < a < 1 âfاc GPEG ، f (x) ≈æëæªd »°SCاQ ≥ت†°ي  •

y

O x

y = f (x)

g(x) = a · f (x), a > 1 

y

O x

y = f (x)

g(x) = a · f (x), 0 < a < 1 

التمدد ا’Cف≥«

 ádGódG ≈æëæم ¿Eاa ،اkÑLƒا مv«≤«≤M GkOóY a ¿اc GPEG
:ƒg  g(x) = f (ax)

. a > 1 âfاc GPEG ,f (x)  ≈æëæªd »≤aCت†°ي≤ ا  •

0 <a < 1 âfاc GPEG , f (x) ≈æëæªd »≤aCG ™°SƒJ  •

y

O x

y = f (x)

g(x) = f (ax), a > 1 

O x

y

y = f (x)

g(x) = f (ax), 0 < a < 1 

عيِّن الدالة الرئيسة )الأم( f (x) للدالة g (x) في كل مما يأتي، ثم صف العلاقة بين المنحنيين، ومثلهما بيانيًّا في 
المستو￯ الإحداثي.

g(x) =   1 _ 
4
   x  3  )a  

منحنى الدالة g(x) هو تضيق رأسي لمنحنى  f (x) =  x  3 ؛ لأن    

.0 <   1 _ 
4
 _ g(x) =   1  وَ 1 >   

4
   x  3  =   1 _ 

4
   f (x)

g(x) = -  (2x) 2  )b  

= f (x)  أولًا؛ لأن   x  2 هو تضييق أفقي لمنحنى g(x) منحنى الدالة   

f(x) =  x  2 , f(2x) = (2x  )  2   وَ  2 > 1، ثم انعكاس حول 

g (x) = - (2x)  2  = - f (2x) ؛ لأنx المحور

تë≥≤ مø ف¡م∂
g(x) =   5 _ x   + 3  )4B  g(x) =   1 _ 

2
   [x]  )4A 

يمكنك تمثيل الدالة المتعددة التعريف بيانيًّا باستعمال التحويلات الهندسية التي درستها .

 »≤فC’ص« والتمدد اSCالتمدد الرا

4وتمثي∏¡ا áصيSدæ¡ويلات الëص∞ التUو 
التمدد: 

 ø«¡Hا°ûàم ¿GOóªàdG ô¡¶j
 »°SCGôdG ™°SƒàdG πا مثkfا«MCG

 Ö©°üj Gòd ;»≤aC’ي≤ ا°†àوال
 ≈∏Y ≥qÑW …òdG OóªàdG ∞°Uh

 ádاëdG √òg »ah ,≈æëæªdG
 ádOم©ا ø«H áfQا≤ªdG ∂«∏Y

 πjƒëàdG øY áéJاædG ádGódG
.)ΩC’ا) á°ùيFôال áوالدال

y

x
O

−1

−1

1

1

f(x)=x3

g(x)= 1_
4

  x3

y

xO

f (x) x2=

g(x)= -(2x)2

2

2

4

-2

-2

-4

-4 4
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. f (x) =  

 
 

    


  
 3 x  2  , x < -1
 -1 , -1 ≤ x < 4
  (x - 5) 3  + 2 , x ≥ 4

ا:  مثّل الدالة بيانيًّ

. y = 3 x  2  في الفترة (1- ,∞-)، أمثّل الدالة

. y = -1 في الفترة (4 ,1-]، أمثّل الدالة الثابتة

. y =  (x - 5)  3  + 2 في الفترة (∞ ,4] أمثّل الدالة

ضع دائرة مفتوحة عند كل من النقطتين (3 ,1-) و (1- ,4) ونقطة عند كل من 
.f (4) = 1 و  f (-1) = -1 (1- ,1-) و (1 ,4) لأن

تë≥≤ مø ف¡م∂

h(x) =  
 ⎧       ⎪ 
 
 
 ⎨   

 ⎪       ⎩ 
  
 (x + 6)  2  , x < - 5
 7 , - 5 ≤ x ≤ 2
 |4 - x| , x > 2

 )5B  g(x) =  
 ⎧       ⎪ 
 
 
 ⎨   

 ⎪       ⎩ 
  

x - 5 , x ≤ 0          
 x  3  ,  0 < x ≤ 2  

  2 _ x   ,  x > 2  
 )5A 

يمكنك استعمال التحويلات الهندسية التي تعلمتها على الدوال التي تمثّل مواقف من واقع الحياة.

cرة bدΩ: ركل لاعب كرة قدم، فكان مسارها معطى بالدالة
 _ h(x) = -    1 ، حيث h(x) يمثل ارتفاع الكرة بالياردة عن 

15
     x  2  + 4x + 1

سطح الأرض، وتمثل x المسافة الأفقية بالياردة التي تقطعها الكرة حيث 
x = 0 ترتبط بخط منتصف الملعب. صف التحويلات التي تمت على الدالة 

 . h(x) للحصول على f (x) =  x  2  )الرئيسة )الأم

  أعد كتابة الدالة لتصبح على الصورة h(x) = a  (x - h) 2  + k باستعمال إكمال 
المربع.

-   1 _ 
15

   x  2  + 4x + 1h(x) =áلي°UC’ا áالدال

-   1 _ 
15

   ( x  2  - 60x) + 1=-     1 _ 
15

    x   2  + 4x لuلM

-   1 _ 
15

   ( x  2  - 60x + 900) + 1 +   1 _ 
15

  (900) =™HôªdG πªcCG

-   1 _ 
15

    (x - 30) 2  + 61=§ u°ùH ºK πامc ™Hôم IQƒ°U ≈∏Y  x   2  - 60 x + 900 Öàcا

  أي أن منحنى h(x) ينتج من منحنى f (x) من خلال التحويلات الآتية على الترتيب: انسحاب 30 وحدة إلى اليمين، 
 _ 1   ، ثم انعكاس حول المحور x ، وانسحاب 61 وحدة إلى أعلى. 

15
وتضييق رأسي بمقدار   

تë≥≤ مø ف¡م∂

 ، I(x) =      x _ 
11

c¡رHاء: إذا كانت شدة التيار I(x) بالأمبير الذي يمر بجهاز DVD تعطى بالدالة       )6  
حيث x القدرة بالواط والعدد 11 هو المقاومة بالأوم.

. I(x) للحصول على الدالة f (x) =   √  x   صف التحويلات التي تمت على الدالة  )A  

اكتب دالة تصف مرور تيار في مصباح مقاومته 15 أوم.  )B  

5ا تمثيل الدوا∫ متعددة التعري∞ Hياfيًّ

y

xO

66∫الدوا ≈∏Y áصيSدæ¡ويلات الëالت

















0

20

40

60

80


20 40 60 80

h(x)= - 1_
15

  x2+ + 4  1xy

x

 Iôµل …Oƒ©°ùال »Hô©ال OÉا’تح ¢ù°SCÉت
ال≥دΩ 1956 ΩÉY Ω, وbد اº°†f اEل≈ 
 ΩÉ©ال »a …ƒي°SB’ا OÉوا’تح ÉØيØال

.¬°ùØf
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تُستعملُ تحويلات هندسية أخر￯ غير قياسية تتضمن القيمة المطلقة .

g(x) = | f (x)|

 ≈æëæم øم AõL …CG »°Sóæ¡dG πjƒëàdG Gòg ô«¨oj
 ¢SÉµ©f’ÉH ¬bƒa íÑ°üلي x QƒëªdG âëJ ™≤j ádGódG

.x Qƒحªل الƒM

y

O x

y = f (x)

y

O x

g(x)=f(x)

g(x) = f (|x|)

 ádGódG ≈æëæم AõL »°Sóæ¡dG πjƒëàdG Gòg ô«¨j
 ¬fاµم ™°†jh y Qƒحªال QÉ°ùj ≈لEا OƒLƒªال

 y QƒëªdG ø«ªj ≈dEG ™bGƒdG ≈æëæªdG AõL IQƒ°U
. y Qƒحªل الƒM ¢SÉµ©f’ÉH

y

O x

y = f (x)

y

O x
g(x) = f (x)

استعمل منحنى الدالة f(x) =  x  3  - 4x  المبين في الشكل 1.5.6 لتمثيل كل من الدالتين الآتيتين بيانيًّا: 

g (x) = |f (x)|  )a  

يقع الجزء السالب من منحنى f (x) في الفترتين    
(2- ,∞-) و (2 ,0)؛ لذا يتم عكس هذين الجزأين 

حول المحور x ويترك الجزء الباقي من المنحنى 
دون تغيير.

y

xO

g(x)=f (x)

h(x) = f (|x|)  )b  

 y ضع مكان جزء المنحنى الموجود إلى يسار المحور   
 .y انعكاس الجزء الموجود إلى يمينه حول المحور

y

xO

h(x) = f (x)

تë≥≤ مø ف¡م∂
  g(x) = |f (x)| في كلٍّ من الشكلين أدناه؛ لتمثيل كلٍّ من الدالتين  f (x) استعمل منحنى الدالة

و h(x) = f (|x|) بيانيًّا:

 )7B   )7A y

xO

f (x) = [2 - x]

  

y

xO

f (x)=   5_
3x- 4

  

á≤∏£الم áم™ دوا∫ ال≥يم áصيSدæ¡ويلات الëالت 
  á≤∏£الم áويلات ال≥يمëت

 ôKCG øم ≥≤ëàdG ∂æµªj
 ≈∏Y »°Sóæ¡dG πjƒëàdG

 á≤∏£ªdG áª«≤dG ≈æëæم
 .áqيfÉيÑال áÑ°SÉل الحÉª©à°SÉH

 Óc π«ثªJ ا k°†jCG ∂æµªjh
 iƒà°ùªال »a øيàالدال

. ¬°ùØf »KداME’ا

7وتمثي∏¡ا áصيSدæ¡ويلات الëص∞ التUو

الûصµل 1.5.6

y

xO

f (x)=x3-4x
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صف خصائص كل دالة من الدوال الرئيسة )الأم( الآتية: المجال، 
والمد￯، والمقطع x ، والمقطع y، والتماثل، والاتصال، وسلوك طرفي 

التمثيل البياني، وفترات التزايد والتناقص: )مثال 1(

f (x) =  x  3  3)  f (x) =   1 _ x   2)  f (x) = x  1)  

f (x) = x  6)  f (x) = c  5)  f (x) =  x  2  4)  

استعمل منحنى الدالة الرئيسة )الأم(   f (x) =   √  x  لتمثيل كل من الدالتين 
الآتيتين: )مثال 2(

g(x) =   √  x - 4   7)  

g(x) =   √  x - 7   + 3  8)  

استعمل الدالة الرئيسة )الأم(    f (x) =   1 _ x  لتمثيل كل من الدالتين الآتيتين: 
)مثال 2(

g(x) =   1 _ x   + 4  9)  

g(x) =   1 _ 
x + 7

   - 4  10)  

صف العلاقة بين منحنيي f (x) = [x]  و g(x) في كلٍّ من الحالتين 
الآتيتين، ثم اكتب معادلة الدالة g (x) . )مثال 3(

y

xO

g(x)

 12)  y

xO

g(x)

 11)  

    

صف العلاقة بين منحنيي |f (x) = |x  و g(x) في كل من الحالتين 
الآتيتين، ثم اكتب معادلة الدالة g(x) : )مثال 3(

 14)   13)  y

O x

−4

−8

−8 −4

8

4

4 8

g(x)

  

y

O x

−4

−8

−4

8

4

4 8 12

g(x)

  

اكتب الدالة الرئيسة )الأم( f (x) للدالة g(x) في كل مما يأتي، وصف 
العلاقة بين المنحنيين، ومثِّلهما في مستو￯ إحداثي واحد . )مثال 4(

g(x) = 3  √  x + 8   16)  g(x) = 3|x| - 4  15)  

g(x) = 2[x - 6]  18)  g(x) =   4 _ 
x + 1

   17)  

g(x) =   
  √  x + 3  

 _ 
4
   20)  g(x) =   1 _ 

6x
   + 7  19)  

مثّل منحنى كل من الدوال الآتية بيانيًّا: )مثال 5(

f (x) =  
⎧
 
 

 ⎨   
⎩

  
 - x  2  , x < -2
 3 , -2 ≤ x < 7
  (x - 5) 2  + 2 , x ≥ 7

 21)  

g(x) =  
 ⎧       ⎪ 

 
 

 ⎨   
 ⎪       ⎩ 

  
 x + 4 , x < -6
   1 _ x   , -6 ≤ x < 4
 6 , x ≥ 4

 22)  

h(x) =  
⎧
 
 

 ⎨   
⎩

  
 |x - 5| , x < -3
 4x - 3 , -1 ≤ x < 3
   √  x   , x ≥ 4

 23)  

g(x) =  
⎧
 
 

 ⎨   
⎩

  
 2 , x < -4
 x  4  - 3 x  3  + 5  , -1 ≤ x < 1
 [x] + 1 , x ≥ 3

 24)  

اSCصعاQ: يبين الجدول أدناه سعر سلعة منذ عام 1411هـ حتى   25)  
1431هـ . استعمل هذه البيانات لتمثيل دالة درجية. )مثال 5(

Ω14111413141614201424142614271431العا

1517223032334055ال�صعر (Hالريا∫)

اYCما∫: قدمت إحد￯ شركات الهواتف المحمولة عرضًا لمشتركي   26)  
ا مقداره 20 ريالًا،  شبكتها بحيث يدفع المشترك مبلغًا ثابتًا شهريًّ

ويدفع 0.2 ريال مقابل كل دقيقة اتصال. إن تكلفة هذا العرض على 
المشترك تعطى بالدالة c(x) = 20 + 0.2 [x]،  حيث x عدد دقائق 

الاتصال. )مثال 6(

صف التحويلات الهندسية التي تطبق على الدالة الرئيسة (الأم(   )a  
.c(x) لتمثيل الدالة  f (x) = [x]

إذا قدمت الشركة عرضًا آخر بحيث يدفع المشترك فيه 30 ريالًا   )b  
ا، ويدفع 0.1 ريال عن كل دقيقة اتصال. فاكتب الدالة التي  شهريًّ

تصف تكلفة هذا العرض.

هل يمكن أن تتساو￯ التكلفة في العرضين؟ وكم يكون عدد   )c  
دقائق الاتصال في هذه الحالة؟

فيزياء: إذا علمت أن الطاقة المختزنة في نابض ما، تعطى بالدالة  27)  
 E(x) = 4 x  2  حيث تقاس الطاقة E بالجول، وتقاس المسافة 

x بالمتر .  )مثال 6(

صف التحويل الهندسي الذي تم على الدالة الرئيسة (الأم(   )a  
.E(x) للحصول على الدالة  f (x) =  x  2 

إذا كانت الطاقة المختزنة في نابض ما، آخر تعطى بالدالة   )b  

 E (x) =2 x  2 ، فمثِّل بيانيًّا كلاًّ من الدالتين على الشاشة نفسها 

باستعمال الحاسبة البيانية.


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استعمل منحنى الدالة f (x)  في كل مما يأتي لتمثيل الدالتين 
 )مثال 7( g(x) = | f (x)| , h(x) = f (|x|) بيانيًّا:

f (x) = ​ 2 _ x ​ 	28) 	

f (x) = ​x ​4​ - ​x ​3​ - 4​x ​2​ 	29) 	

f (x) = ​  1 _ 
x - 3

 ​ + 5 	30) 	

f (x) = ​ √  x + 2 ​ - 6 	31) 	

اكتب الدالة الناتجة عن إجراء التحويلات الهندسية المعطاة على الدالة 
الرئيسة )الأم( في كل من السؤالين الآتيين:

(32	 ​f (x) = ​ 1 _ x  : انسحاب 5 وحدات إلى أعلى، و7 وحدات إلى اليسار،  	
وتوسع رأسي معامله 2 

f (x) = [x] : انعكاس في المحور x و انسحاب 4 وحدات إلى  	33) 	
أسفل، وتوسع رأسي معامله 3 

 إذا كانت المسافة التي يقطعها جسم تعطى بالدالة  فيزياء:
g (t)، حيث ​​x ​0 المسافة الابتدائىة، و ​​v ​0 السرعة  = ​x ​0​ + ​v ​0​t + ​ 1 _ 

2
 ​a​t ​2​

الابتدائية و a تسارع الجسم. صف التحويلات الهندسية التي تمت على 
الدالة الرئيسة )الأم( ​f(t) = ​t ​2 للحصول على g (t)  في كل مما يأتي:

​x ​0​ = 0, ​v ​0​ = 2, a = 2 	34) 	

​x ​0​ = 10, ​v ​0​ = 0, a = 2 	35) 	

​x ​0​ = 1, ​v ​0​ = 8, a = 4 	36) 	

​x ​0​ = 3, ​v ​0​ = 5, a = 3 	37) 	

اكتب معادلة الدالة g(x) إذا علمت أن منحناها ناتج عن عدة  	38) 	
تحويلات هندسية لمنحنى الدالة  f(x)، وأحد هذه التحويلات هو 

تضييق رأسي معامله 0.5.
	 	

 توقعت إدارة أحد المجمعات التجارية الجديدة أن يعطى  ت�سوق: 	39) 	
عدد المتسوقين بالآلاف بالدالة ​ f (x) = ​ √  7x خلال أول ستين 

يومًا من الافتتاح، حيث x رقم اليوم بعد الافتتاح، x = 1 يرتبط بيوم 
الافتتاح. اكتب دالة g(x) بدلالة f (x) لكل حالة من الحالات الآتية:

زاد عدد الحضور %12 على المتوقع. 	)a 	

تأخر موعد الافتتاح 30 يومًا بسبب تأخر أعمال البناء. 	)b 	

نقص عدد المتسوقين 450 عن المتوقع. 	)c 	

اكتب دالة تمثّل المنحنى المرسوم: 	40) 	

		  	 	

استعمل منحنى f (x)  لتمثيل منحنى g (x) لكل مما يأتي:

y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

f (x)

g(x) = 0.25 f (x) + 4 	41) 	

g(x) = 3 f (x) - 6 	42) 	

g(x) = f (x - 5) + 3 	43) 	

g(x) = -2 f (x) + 1 	44) 	

 ​ = f(x) لتمثيل كل دالة مما يأتي: 8 _ 
​ √  x + 6 ​

استعمل 4 - ​ 

g(x) = -3 f (x) + 6 	46) 	g(x) = 2 f (x) + 5 	45) 	

g(x) = f (2x + 1) + 8 	48) 	g(x) = f (4x) - 5 	47) 	

 سوف تستقصي في هذه المسألة بعض  (49	 تمثيلات متعددة: 	
العمليات على الدوال معتمدًا على الدوال الآتية:

f (x) = ​x ​2​ + 2x + 7 	• 	

 g(x) = 4x + 3 	• 	

h(x) = ​x ​2​ + 6x + 10 	• 	

 اختر ثلاث قيم لـِ a ، وأكمل الجدول الآتي: ا: جدوليًّ 	)a 	

a f (a) g(a) f (a) + g(a) h(a)

		

 ما العلاقة بين h(x) ،g(x) ،f (x)؟ ا: لفظيًّ 	)b 	

 b أثبت صحة العلاقة التي حصلت عليها في الفرع  ا: جبريًّ 	)c 	
ا. جبريًّ

y

O

−8

−16

−4−8

16

8

4 8 x
(5, -8)

g(x)

f(x)

y

O−4−8

8

12

4

2 4 x
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
ف كل من محمد وعبد الملك التحويلات  صَ اcتûص∞ الî£اC: وَ  50)  

الهندسية التي تمت للوصول إلى الدالة g(x) = [x + 4]. فقال 
محمد: أنه تم سحب منحنى الدالة الرئيسة (الأم( 4 وحدات إلى 

اليسار. وقال عبد الله: إنه تم سحب الدالة 4 وحدات إلى أعلى. فمن 
ر إجابتك. منهما كانت إجابته صحيحة؟ برِّ

 f (x) انعكاسًا للدالة g(x) دالة فردية وكانت f (x) تبرير: إذا كانت  51)  
حول المحور x و h(x) انعكاسًا للدالة g(x) حول المحور y ، فما 

ر إجابتك. العلاقة بين f(x) , h(x)؟ برِّ

ا  أو صحيحة  تبرير: تحقّق ما إذا كانت كل من الجملتين صحيحة أحيانً
ر إجابتك. ا أو ليست صحيحة. وبرِّ دائمً

f (x) = |  f (x)| دالة زوجية فإن f (x) إذا كانت  52)  

f (-x) = - |  f (x)| دالة زوجية فإن f (x) إذا كانت  53)  

: صف التحويلات الهندسية التي تمت على الدالة qدëت  54)  
   f (x) =   √  x للوصول إلى دالة يمر منحناها بالنقطة (6- ,2-).

ح الفرق بين التوسع الرأسي بمعامل مقداره 4 ،  تبرير: وضِّ  55)  

 _ 1   . ما النتيجة النهائية بعد إجراء كلٍّ 
4
والتوسع الأفقي بمعامل مقداره   

من التحويلين الهندسيين على الدالة نفسها؟

اcتÖ: وضح أهمية الترتيب في تحويلات الانعكاس والانسحاب.  56)  



أوجد متوسط معدل التغير لكلٍّ من الدوال الآتية في الفترة المعطاة:  
 )1-4 ¢SQالد)

g(x) = -2 x  2  + x - 3 , [-1, 3]  57)  

g(x) =  x  2  - 6x + 1 , [4, 8]  58)  

f (x) = -2 x  3  -  x  2  + x - 4 , [-2, 3]  59)  

د سلوك طرف التمثيل البياني لكلٍّ من الدوال الآتية عندما تقترب x من  حدِّ
)1-3 ¢SQر إجابتك. (الد ما لانهاية، مستعملاً التبرير المنطقي، وبرِّ

q(x) = -  12 _ 
x
   60)  

f (x) =   0.5 _ 
 x  2 

   61)  

p(x) =   x + 2 _ 
x - 3

   62)  

، y استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتقدير قيمة كلٍّ من: المقطع
ب الناتج إلى أقرب جزء من  ا، وقرّ  والأصفار، ثم تحقق من إجابتك جبريًّ

)1-2 ¢SQمئة: (الد

 63)  

 64)

 65)  



(66  ما الفترة التي تتزايد فيها الدالة الممثلة في الشكل أدناه؟  

y

xO

y = f (x)

(0,∞)  A  

(-∞,1)  B  

(-1,∞)  C  

(1,∞)  D  

y =    x  2  + 8 ؟
ما مد￯ الدالة   2 _   67)  

y | y ≠ ±2  √  2       A  

{y | y ≥ 4}  B  

{y | y ≥ 0}  C  

{y | y ≤ 0}  D  

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y= (x- 4)2- 3

y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y

y= x3- x2- 2x

xO

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y

y= √x- 2    - 1
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∂ª¡a øe ≥≤ëJ

  )  , (x)(f · g )  , (x)(f - g) , (x)(f + g ) في كل مما يأتي، ثم أوجد مجال كل دالة من الدوال الناتجة.
f
 _ g  ) (x) أوجد

f (x) =  x  2  - 6x - 8, g(x) =    
 √ � x   (1B  f (x) = x - 4, g(x) =   

 
 √ ��� 9 -  x  2    (1A 

GhódG Ö«côJ∫: تنتج الدالة  y = (x - 3 )  2 من دمج الدالة الخطية y = x - 3 والدالة التربيعية  y =  x  2 ، لاحظ أن 
هذا الدمج لم ينتج عن جمع أو طرح أو ضرب أو قسمة. ويسمى هذا الدمج تركيب الدالتين، وملخصه إيجاد قيمة دالة 

.￯عند قيمة دالة أخر

:»JB’G ƒëædG ≈∏Y g nh f ø«àdGódG Ö«côJ ±ô©j

[ f ◦ g](x) = f [ g(x)]

 ∫Éée »a x º«b ™«ªL øe f ◦ g ádGódG ∫Éée ¿ƒµàjh
. f ∫Éée »a g (x) ¿ƒµJ ¿CG ≈∏Y g ádGódGg(x)

[f ◦ g](x) = f [g(x)]

g f

f ◦ g

x f [g(x)]

fg

. f أولاً ثم الدالة g حيثُ تُطبَّقُ الدالة ، g بعد  f أو g تركيب  f على النحو f ◦ g تقرأ الدالة

إذا كانت g(x) = x - 4 , f (x) =  x  2  + 1، فأوجد كلاًّ مما يأتي:

[ f ◦ g](x)  (a  

f ◦ g ∞jô©J  [ f ◦ g](x) = f [ g(x)]  

g(x) = x - 4  = f (x - 4)  

f (x) »a x øe k’óH (x - 4) ¢V uƒY  = (x - 4 )  2  + 1  

§ u°ùH  =  x  2  - 8x + 16 + 1  

 =  x  2  - 8x + 17  

[ g ◦ f ](x)  (b  

g ◦ f ∞jô©J  [ g ◦ f  ](x) = g[ f (x)]  

 f (x) =  x  2  + 1  = g( x  2  + 1)  

g(x) »a x øe k’óH ( x   2  + 1) ¢V uƒY  = ( x  2  + 1) - 4  

§ u°ùH  =  x  2  - 3  

[f ◦ g](2)  (c  

. x = 2 عندما a التي حصلت عليها في الفرع [ f ◦ g](x) أوجد قيمة الدالة   

x  2  - 8x + 17  »a x ¿Éµe 2 ¢V uƒY  [ f ◦ g](2) = (2 )  2  - 8(2) + 17 = 5   


 ∫GhódG ≈∏Y äÉ«∏ª©dG

 :ø«àdGO Ö«côJh
 øY ∫GhódG Ö«côJ ∞∏àîj
 ºàj å«M ,É¡«∏Y äÉ«∏ª©dG
 ¢ù«dh ,É k©e ø«àdGódG èeO
 πãe äÉ«∏ªY AGôLEG Oôée

 Üô°†dG hCG ìô£dG hCG ™ªédG
.áª°ù≤dG hCG

ø«àdGO Ö«côJ

2ø«àdGO Ö«côJ 
 Ö«côàdG óæY ∫GhódG Ö«JôJ
 g ◦ f , f ◦ g ¿É«MC’G º¶©e »a
 ¿EG ôNBG ≈æ©ªH .¿ÉàØ∏àîe ¿ÉàdGO
 »Øa .Év«dGóHEG ¢ù«d ∫GhódG Ö«côJ

 2 ∫ÉãªdG
[ f ◦ g](x) =  x  2  - 8 x + 17

 Éªgh [ g ◦ f  ](x) =  x  2  - 3 øµd
 »fÉ«ÑdG π«ãªàdGh .¿ÉàØ∏àîe ¿ÉàdGO

.∂dP øq«Ñj √ÉfOCG
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 ∂ª¡a øe ≥≤ëJ

أوجد (3)[f ◦ g ] , (x)[ g ◦ f ] , (x)[f ◦ g ] في كل مما يأتي:

f (x) = 6 x  2  - 4, g(x) = x + 2  (2B  f (x) = 3x + 1, g(x) = 5 -  x  2  (2A 

.{x | x ∈ R} هو f ◦ g في المثال 2 هو مجموعة الأعداد الحقيقية، فإن مجال  g , f بما أن مجال كل من
 g(x) التي تكون صورها g في مجال x ا بكل قيم عند وجود قيود على مجال f أو مجال g فإن مجال f ◦ g يكون مقيدً

. f موجودةً في مجال

د مجال الدالة f ◦ g متضمنًا القيود الضرورية، ثم أوجد f ◦ g في كل من الحالتين الآتيتين: حدّ

f (x) =   1 _ 
x + 1

   , g(x) =  x  2  - 9  (a  

 f (x) =   1 _ 
x + 1

لإيجاد مجال f ◦ g فإننا نجد قيم g(x) =  x  2  - 9 لجميع الأعداد الحقيقية، ثم نجد قيم      

لجميع قيم g(x)، التي يمكن حسابها عندما g(x) ≠ -1؛ لذا فإننا نستثني من المجال جميع قيم  x التي تجعل

. {x | x ≠ ±2  √ � 2  ,  x ∈ R} هو f ◦ g وعليه يكون مجال ، x = ±  √ � 8   = ±2  √ � x  2  - 9 = -1  ، وهي   2 

:[  f ◦ g](x) نجد الآن   

f ◦ g ∞jô©J  [ f ◦ g](x) = f  [ g(x)]  

g(x) =  x   2  - 9   = f (  x  2  - 9)  

f (x) »a x øe k’óH (  x  2  - 9) ¢V uƒY   =   1 _ 
 x  2  - 9 + 1

   =   1 _ 
 x  2  - 8

   

فة عندما x  2  - 8 = 0 ، أو عندما   2 � √  x = ±2. ومن ثم يمكن كتابة f ◦ g على   _ 1   غير معرّ
 x  2  - 8

لاحظ أن      

.{x | x ≠ ±2  √ � 2   , x ∈ R} ومجالها  [ f ◦ g](x)  =   1 _ 
 x  2  - 8

الصورة    

f (x) =  x  2  - 2 , g(x) =   √ ��� x - 3   (b  

لإيجاد f ◦ g فإننا نجد قيم g(x) ، لجميع قيم x حيث x ≥ 3. ثم نربع كل قيمة من قيم  g(x) ، ونطرح منها 2.    
 {x | x ≥ 3, x ∈ R}. هو f ◦ g لذا فإن مجال

:[ f ◦ g](x) نجد الآن   

f ◦ g ∞jô©J  [ f ◦ g](x) = f [ g(x)]  

g(x) =   √ ��� x - 3   = f  (  √ ��� x - 3   )   

f (x) »a x øe k’óH √ ��� x - 3     ¢V uƒY  =   (  √ ��� x - 3   )   2  - 2  

§ u°ùH  = x - 3 - 2 = x - 5  

لاحظ أن مجال الدالة x - 5 هو مجموعة الأعداد الحقيقية، إلا أن مجال f ◦ g في مثالنا مقيد بالشرط    
. {x | x ≥ 3, x ∈ R} ومجالها [ f ◦ g](x) = x - 5 ؛ لذا فإن دالة التركيب هي x ≥ 3

3∫ÉéªdG ≈∏Y Oƒ«b OƒLƒH Ö«côàdG ádGO OÉéjEG 
 :ø«àdGódG »dÉée ójóëJ

 »dÉée ± qô©J º¡ªdG øe
 ¿C’ ;Éª¡Ñ«côJ πÑb ø«àdGódG

 ∫GhódG ä’Éée ≈∏Y Oƒ«≤dG
 AGôLEG ó©H áë°VGh ¿ƒµJ ’ ób

.É¡£«°ùÑJh Ö«côàdG á«∏ªY
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استعمل الحاسبة البيانية لاختبار الإجابة. أدخل الدالة   :≥≤ëàdG
ا من  � √   ) = f 1(x) . فيظهر التمثيل جزءً�� x - 3    )  2  - 2

المستقيم y = x - 5 . استعمل الإمكانات المتاحة في الحاسبة 
البيانيّة بالضغط على مفتاح  ، ثم على    ، 

واختر منها  ؛ لمساعدتك على تحديد 
مجال f ◦ g والذي يبدأ عند x = 3 ويمتد إلى ∞ .

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

f (x) =   5 _ x   , g(x) =  x  2  + x  (3B  f (x) =   √ ��� x + 1   , g(x) =  x  2  - 1  (3A 

إحد￯ المهارات المهمة عند دراسة التفاضل والتكامل هي إعادة تفكيك الدالة إلى دالتين أبسط منها. أي أنه لتفكيك 
 . h بحيث يكون تركيبهما هو ( دالة مثل h ، فإنك تجد دالتين (f , g مثلاً

 I (x) = x وعلى ألاّ تكون أي منهما الدالة المحايدة ، h(x) = [ f ◦ g](x) بحيث يكون f , g أوجد دالتين
في كلٍّ مما يأتي:

h(x) = 2 x  2  + 20x + 50  (a  
h(x) = 2( x   2  + 10x + 25) = 2(x + 5 )   2  :بالتحليل إلى العوامل نكتب الدالة بالشكل   

 : أي أنه يمكننا كتابة h(x) كتركيب للدالتين   g(x) = x + 5 , f (x) = 2 x   2 ، وعندئذٍ   

h(x) = 2(x + 5 )  2  = 2[ g(x) ]  2  = f [ g(x)] = [ f ◦ g](x)   

h(x) =    
 √ �� -7x   + 9x  (b  

g(x) = -7x، وكتــابـة: اختيار  يمكن  حيث   f, g دالتين  كتركيب  تكتب  أن  يمكن   h الدالة  أن  لاحظ    

    = h(x)، وعندئذ:
 √ �� -7x   -   9 × - 7x _ 

7
       

   h(x) =    
 √ �� -7x   -   9 × - 7x _ 

7
    =    

 √ �� g(x)   -   
9 × g(x)

 _ 
7
    = f(g(x)) =  [ f o g](x)

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
h(x) =   1 _ 

x + 7
   (4B  h(x) =  x  2  - 2x + 1  (4A 

يمكنك استعمال تركيب دالتين لحل مسائل من واقع الحياة.

مُ إحد￯ ألعاب الحاسوب بحيث تبدأ بصورة مستطيلة بعداها 60 بكسل في 20 بكسل.  á«côM äGôKDƒe: تُصمَّ
ثم يزداد كل بُعد بمقدار 15 بكسل لكل ثانية. 

أوجد دالتين تعطي إحداهما مساحة المستطيل A كدالة في عرضه L ، وتعطي الأخر￯ عرضه بعد t ثانية.  (a  

 . L + 40 حيث إن طول المستطيل يزيد على عرضه بمقدار 40 بكسل؛ لذا يمكننا كتابة الطول على الصورة   
أي أن مساحة المستطيل A(L) = L (L + 40) =  L  2  + 40L ، حيث L ≥ 20 . وبما أن عرض المستطيل 

. t ≥ 0 الزمن بالثواني t حيث ، L(t) = 20 + 15t :يزداد بمقدار 15 بكسل في الثانية الواحدة، إذن

أوجد A ◦ L . وماذا تمثل هذه الدالة؟  (b  

A ◦ L ∞jô©J  A ◦ L = A[L(t)]  

L(t) = 20 + 15t  = A(20 + 15t)  

A(L) »a L øe k’óH (20 + 15t) ¢V uƒY  = (20 + 15t )  2  + 40(20 + 15t)  

§ u°ùH  = 225 t  2  + 1200t + 1200  

تمثّل الدالة A ◦ L مساحة المستطيل كدالة في الزمن.   

4ø«àdGO Ö«côàc ádGódG áHÉàc


 Ö«côàc ádGódG áHÉàc
 :ø«àdGO

 OÉéjEG ∂æµªj ,4a  ∫ÉãªdG »a
ô«Z ø«jôNCG ø«àdGO
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  )  , (x)(f · g ) , (x)(f - g )  , (x)(f + g ) للدالتين 
f
 _ g  ) (x) أوجد

f (x) , g(x) . في كل مما يأتي، وحدد مجال كل من الدوال 
(1 ∫Éãe) :الناتجة

f (x) = 8 -  x  3  2(  f (x) =  x  2  + 4  1(  

g(x)  = x - 3      g(x) =   √ � x    

f (x) =  x  2  + x  4(  f (x) =  x  2  + 5x + 6  3(  

g(x)  = 9x     g(x) = x + 2         

f (x) =   6 _ x              6(  f (x) = x - 7  5(  

g(x)  =  x  3  + x   g(x) = x + 7

f (x) =   1 _ 
  √ � x  

     8(  f (x) =   x _ 
4
   7(  

g(x) = 4  √ � x    g(x) =   3 _ x  

f (x) =   √ ��� x + 6   10(  f (x) =   √ ��� x + 8             9(  

g(x)  =   √ ��� x - 4    g(x) =   √ ��� x + 5   - 3

أوجد (6)[f ◦ g ] , (x)[  g ◦ f ] , (x)[f ◦ g ] لكل زوج من الدوال الآتية.  
(2 ∫Éãe)

f (x) = 2x - 3  11(  
g(x) = 4x - 8

f (x) = -2 x  2  - 5x + 1  12(  
g(x) = -5x + 6

f (x) =  x  2  - 16  13(  
g(x) =  x  2  + 7x + 11

f (x) = 2 +  x  4  14(  
g(x) = - x  2 

(3 ∫Éãe) :لكل زوج من الدوال الآتية f ◦ g ثم أوجد ، f ◦ g د مجال حدِّ

  f (x) =   2 _ 
x - 3

   16(    f (x) =   1 _ 
x + 1

   15(  

g(x) =  x  2  + 6   g(x) =  x  2  - 4

f (x) =   5 _ x   18(  f (x) =   √ ��� x + 4   17(  

g(x) =   √ ��� 6 - x     g(x) =  x  2  - 4   

f (x) =   √ ��� x + 5   20(  f (x) = -   4 _ x   19(  

g(x) =  x  2  + 4x - 1   g(x) =   √ ��� x + 8  

 ، m(v)  =   100 _ 
 √ ���

 1 -    v  2  _ 
 c  2 

    
á«Ñ°ùædG ájô¶ædG: في النظرية النسبية     21(  

حيث c سرعة الضوء وتساوي 300 مليون متر في الثانية، و m كتلة 

 .100 kg متر في الثانية، وكتلته الأصلية v جسم يسير بسرعة

(4 ∫Éãe)

ر إجابتك. هل توجد قيود على مجال الدالة m؟ برِّ  (a  

. m(10) , m(10000) , m(1000000) أوجد  (b  

صف سلوك طرفي التمثيل البياني للدالة m(v) عندما تقترب   (c  
v منc  من اليسار.

اكتب الدالة على صورة تركيب دالتين.  (d  



كم من الوقت يلزم لتصبح مساحة المستطيل 3 أضعاف مساحته الأصلية؟  (c  

مساحة المستطيل الأصلي 60 × 20 وتساوي 1200 بكسل. وتصبح مساحة المستطيل 3 أضعاف مساحته    
الأصلية عندما 225  t  2  + 1200t + 1200 = 3600 = (t)[A ◦ L]. وبحل المعادلة بالنسبة إلى t تجد أن 
ا من مجال  ا من مجال L(t)، وكذلك ليس جزءً t ≈ 1.55 أو t = -6.88 . وبما أن الزمن السالب ليس جزءً

دالة التركيب، فإن مساحة المستطيل تتضاعف 3 مرات بعد 1.6 ثانية تقريبًا.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
ÉªYCG∫: أعلن محل تجاري عن خصم مقداره %15 على ثمن أجهزة الحاسوب لطلاب الجامعات، كما   (5  

ع قسائم يستفيد حاملها بخصم مقداره 100 ريال من ثمن الحاسوب. وزّ
. d و c عبّر عن هذه البيانات بدالتين  (5A 

أوجد (x)[c ◦ d] و (x)[d ◦ c] . وماذا يعني كلٌّ منهما؟  (5B 

ا أقل؟ وضح إجابتك. أي التركيبين c ◦ d أو d ◦ c يعطي سعرً  (5C 
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أوجد دالتين f , g لكل مما يأتي بحيث يكون h(x) = [ f ◦ g](x) ، على 
(4 ∫Éãe) . I (x) = x ألا تكون أيّ منهما الدالة المحايدة

h(x) =   6 _ 
x + 5

   - 8  23(  h(x) =   √ ��� 4x + 2   + 7  22(  

h(x) = [-3(x - 9)]  25(  h(x) = |4x + 8| - 9  24(  

h(x) =   (  √ � x   + 4)   3  27(  h(x) =  √ ��   5 - x _ 
x + 2

     26(  

 h(x) =   
  √ ��� 4 + x  

 _ 
x - 2

   29(  h(x) =   8 _ 
(x - 5 )  2 

   28(  

 ، m kg لجسم كتلته λ يُعطى طول الموجة :ºµdG Éµ«fÉµ«e  30(  

ويتحرك بسرعة v متر في الثانية بالدالة   λ =   h _ mv ، حيث h ثابت 
يساوي  34-  0 1 · 6.626 .

أوجد دالة تمثّل طول الموجة لجسم كتلته kg 25 بدلالة   (a  
سرعته.

هل توجد قيود على مجال الدالة؟ برر إجابتك.  (b  

إذا تحرك الجسم بسرعة 8 أمتار في الثانية، فأوجد طول الموجة   (c  
 .h بدلالة

اكتب الدالة في الفقرة a على صورة تركيب دالتين.  (d  

FÉXh∞: يعمل شخص في قسم المبيعات في إحد￯ الشركات   31(  
ويتقاضى راتبًا وعمولة سنوية مقدارها %4 من المبيعات التي تزيد 

،  f (x) = x - 300000 قيمتها على 300000 ريال. افترض أن
(5 ∫Éãe) .  h(x) = 0.04 x

إذا كانت قيمة المبيعات (x) تزيد على 300000 ريال، فهل   (a  
ر إجابتك. تُمثّل العمولة بالدالة f [h(x)] أم بالدالة h[ f (x)]؟ برِّ

أوجد قيمة العمولة التي يتقاضاها الشخص، إذا كانت مبيعاته   (b  
450000 ريال في تلك السنة.

أوجد دالتين f , g  لكلٍّ مما يأتي بحيث يكون h(x) = [ f ◦ g](x) ، على 
. I (x) = x ألا تكون أي من الدالتين الدالة المحايدة

h(x) =   
 
 √ ���  x  3  - 4   32(  

 h(x) =   √ ��� x - 1   -   4 _ x   33(  

h(x) =   x _ 
2x - 1

   +   √ �   4 _ x     34(  

ا الناتج إلى أقرب  أوجد f (0.5) , f (-6) , f (x + 1) في كلٍّ مما يأتي مقربً
جزء من عشرة إذا لزم ذلك:

f (x) - g(x) =  x  2  + x - 6, g(x) = x + 4  35(  

f (x) + g(x)  =   2 _ 
 x  2 

   +   1 _ 
x
   -   1 _ 

3
   , g(x) = 2x  36(  

g(x) = f (x) -  18 x  2  +     
√ � 2  

 _ x  , g(x) =   √ ��� 1 - x   37(  

أوجد (x)[f ◦ g ◦ h ] في كل مما يأتي:

 f (x) =   √ ��� x + 5    39(   f (x) = x + 8  38(  

  g(x) =  x  2  - 3     g(x) =  x  2  - 6   

h(x) =   1 _ x      h(x) =  √ � x   + 3   

إذا كانت f (x) = x + 2 ، فأوجد g(x) في كل حالة مما يأتي:  40(  

( f + g)(x) =  x  2  + x + 6  (a  

 (  
f
 _ g  ) (x) =   1 _ 

4
   (b  

� √   = f (x) ، فأوجد g(x) في كلٍّ حالة مما يأتي: 4x   إذا كانت  41(  

[ f ◦ g](x) = |6x|  (a  

[ g ◦ f  ](x) = 200x + 25  (b  

إذا كان  f (x) = 4 x  2 ، فأوجد g(x) في كلٍّ حالة مما يأتي:  42(  

[ f · g](x) = x  (a  

[ f · g](x) = 4x  (b  

باستعمال منحنيـي الدالتين f (x) , g(x) الممثلين في الشكل أدناه، أوجد:

( f - g)(-6)  44(  ( f + g)(2)  43(  

 (  
 f
 _ g   )  (-2)  46(  (  f · g)(4)  45(  

( g ◦ f )(6)  48(  ( f ◦ g)(-4)   47(  

y

xO−8

2

4

8

−4

−2

4−4

g(x)

f (x)
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 30°C معدل سرعة جزيئات غاز عند درجة v(m) إذا كان :AÉ«ª«c  49(  

 √  = v(m) ، حيث 
�����

    
(24.9435)(303)

  __ m      بالمتر لكل ثانية تُعطى بالدالة
m الكتلة المولية للغاز مقاسة بالكيلوجرام لكل مول.

ر معناها. هل توجد قيود على مجال الدالة؟فسِّ  (a  

أوجد معدل سرعة جزيئات الغاز إذا كانت كتلته المولية   (b  
. 30°C ا لكل مول عند درجة 145 كيلوجرامً

كيف يتغير معدل سرعة جزيئات غاز عندما تزداد كتلة الغاز   (c  
المولية؟

اكتب الدالة على صورة تركيب دالتين.  (d  

 a(x) = [f ◦ g ◦ h](x) بحيث يكون ، f , g , h أوجد ثلاث دوال
في كلٍّ مما يأتي:

a(x) =    
 √ ����� (x - 5 )  2  + 8   51(  a(x) = (  √ ��� x - 7   + 4 )  2   50(  

  a(x) =   4 __  
(  √ � x   + 3 )  2  + 1

   53(  a(x) =   3 _ 
(x - 3 )  2  + 4

   52(  

د أية قيود على مجال  أوجد  f ◦ g , g ◦ f  لكل زوج من الدوال الآتية، وحدّ
دالة التركيب في كل حالة:

f (x) =   √ ��� x + 6   55(  f (x) =  x  2  - 6x + 5  54(  

g(x)  =   √ ��� 16 +  x  2     g(x) =   √ ��� x + 4   + 3   

f (x) =   6 _ 
2x + 1

   57(  f (x) =   √ � x   56(  

g(x)  =   4 _ 
4 - x

    g(x) =   √ ��� 9 -  x  2     

)IOó©àe äÓ«ãªJ  58: في هذه المسألة سوف تستقصي الدالة   
العكسية.

É: أوجد f ◦ g لكل زوج من  vjôÑL  (a  
الدوال في الجدول المجاور.

É: صف العلاقة بين تركيب كل  v«¶Ød  (b  
زوج من الدوال.

É: مثّل كل زوج من الدوال في المستو￯ الإحداثي نفسه،  v«fÉ«H  (c  
ثم ارسم محور الانعكاس بإيجاد منتصف القطعة المستقيمة 

الواصلة بين النقاط المتناظرة.

ن معادلة محور الانعكاس. É: خمّ v«¶Ød  (d  

É: ما الدالة الرئيسة (الأم) التي تساوي كل من  v«∏«∏ëJ  (e  
(x)[  g ◦ f ] , (x) [f ◦ g ]؟

Év«∏«∏ëJ:   أوجد g(x) بحيث يكون   (f  
x = (x) [  g ◦ f ] = (x) [f ◦ g ] في كلٍّ مما يأتي.

f (x) =  x  5  (c  f (x) = x - 6  (a  

f (x) = 2x - 3  (d  f (x) =   x _ 
3
   (b  

مثّل كلاًّ من الدوال الآتية بيانيًّا باستعمال 
الشكل المجاور. ففي السؤال 59 مثِّل 

الدوال  f, h, f + h  في المستو￯ الإحداثي 
نفسه، وهكذا في الأسئلة 62 - 60:

(  f + h)(x)  59(  

(h - f )(x)  60(  

(  f + g)(x)  61(  

(h + g)(x)  62(  

د مجال كل من دالتي التركيب الآتيتين، باستعمال الشكل الآتي: حدّ
y

xO−8

4

8

8

−8

−4

4−4

f (x)g(x)

( g ◦ f  )(x)  64(  ( f ◦ g)(x)  63(  


د ما إذا كانت الدالة (x)(f ◦ g ) زوجية، ôjôÑJ: في كلِّ مما يأتي، حدّ

أم فردية أم غير ذلك.

f , g دالتان زوجيتان.  66( f , g دالتان فرديتان.   65(  

f فردية، g زوجية.  68( f زوجية، g فردية.   67(  

f ( x) g (x)

x + 3 x - 3

4x   x _ 
4
  

 x  3   3
 √ � x  

y

xOf(x)

g(x)

h(x)
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 I (x) = x لا تساوي الدالة f في كلٍّ مما يأتي، أوجد دالة : qóëJ

بحيث تحقق الشرط المعطى.

(  f + f  )(x) = x  70(  (  f · f  )(x) = x  69(  

[ f ◦ f ◦ f  ](x) = x  72(  [  f ◦ f  ](x) = x  71(  

د ما إذا كانت الجملة الآتية صحيحة أم خاطئة. ôjôÑJ: حدّ  73(  

ر إجابتك. وبرِّ

ا  "إذا كانت f دالة جذر تربيعي و g دالة تربيعية ، فإن f ◦ g  هي دائمً   

دالة خطية".

ÖàcG: كيف تحدد مجال الدالة (x)[f ◦ g  ] باستعمال الشكل الآتي:  74(  

y

xO

g(x)= 1_
x 3

2
1

3

2

4

f (x)=√x 1



بة إلى  أوجد القيم القصو￯ المحلية والمطلقة لكلٍّ من الدوال الآتية مقرَّ
(1-4 ¢SQódG) :التي تقع عندها هذه القيم x د قيم أقرب جزء من مئة، ثم حدّ

f (x) = 2 x  3  - 3 x  2  + 4   

g(x) = - x  3  + 5x - 3   

f (x) =  x  4  +  x  3  - 2   

د الأعداد الصحيحة المتتالية التي تنحصر بينها الأصفار الحقيقية لكل  حدّ
(1-3 ¢SQódG) :دالة مما يأتي في الفترة المعطاة

f (x)  =    x  2  - 3 _ 
x - 4

    , [-3, 3]   

g(x)  =    x  2  - 2x - 1 _ 
 x  2  + 3x

   , [1, 5]   

ábÓY: في إحصائية أجريت لعدد الموظفين من الجنسين   
في أحد المستشفيات لعدة سنوات متتالية، كانت نتائجها 

(1-1 ¢SQódG) :كما في الجدول الآتي

áæ°ùdG14271428142914301431

(x) çÉfE’G OóY4348545448

(y) QƒcòdG OóY150148137156146
  

مثّل البيانات التي تربط عدد الإناث بعدد الذكور والموجودة   (a  
في الجدول بيانيًّا.

اكتب مجال العلاقة ومداها.  (b  

ر إجابتك. هل تمثّل هذه العلاقة دالة؟ برِّ  (c  



 ، h(x) = 2(x - 5 )  2  , g(x) =  x  2  + 9x + 21 إذا كانت   
فإن(x)[h ◦ g]  تساوي:

 x  4  + 18 x  3  + 113 x  2  + 288x + 256  A  

2 x  4  + 36 x  3  + 226 x  2  + 576x + 512  B  

3 x  4  + 54 x  3  + 339 x  2  + 864x + 768  C  

4 x  4  + 72 x  3  + 452 x  2  + 1152x + 1024  D  

 ،f(2)=3,g(3)=2, f(3)=4, g(2)=5 إذا كان   
فما قيمة (3)[f◦g]؟

4  C  2  A  

5  D  3  B  

75(

76(

77(

78(

79(

80(

81(

82(



y

xO

y =    − 4

y =   x

    = x + 4

x 2

y 2

y

O x

y = f (x)


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مثّل كلًّ من الدوال الآتية بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانيّة، ثم طبِّق اختبار الخط الأفقي لتحديد إن كانت الدالة العكسية 
موجودة أم لا.

f (x) = |x - 1|  )a  

يوضّح التمثيل البياني للدالة في الشكل المجاور أنه من الممكن    
  f   -1  في أكثر من نقطة، وعليه فإن  f (x) إيجاد خط أفقي يقطع منحنى

غير موجودة.

g(x) =  x  3  - 6 x  2  + 12x - 8  )b  

يوضّح التمثيل البياني للدالة g(x) في الشكل المجاور أنه من غير    
الممكن إيجاد خط أفقي يقطع منحنى الدالة g(x) في أكثر من نقطة، 

وعليه فإن  g  -1  موجودة.

    

تح≥≤ مø ف¡م∂

f (x) =  x  2  + 5x - 7  )1B  h(x) =   4 _ x   )1A 

اEيéاد الدالة العùµسية: إذا حقّقت الدالة اختبار الخط الأفقي سُميت دالة متباينة؛ لأن كل قيمة لـِ x ترتبط بقيمة 
.x ِترتبط بأكثر من قيمة لـ y ِول توجد قيمة لـ ،y ِواحدة فقط لـ

.  f   -1  ا لمجال ا لمدى  f  -1   ومدى f مساويًّا إذا كانت الدالة متباينة، فإن لها دالة عكسية على أن يكون مجال f مساويًّا

f (x)

f (x)x

f -1(x)

f f

f -1 f -1

ا، نتبع الخطوات الآتية: لإيجاد الدالة العكسية جبريًّا

≤ مø لO OƒLتاا Yالعلا ا∏دتاا تاªق£لH Iلاëà≥≤ مø تfC¡ل مÑàلæjا Hل’ªàYلY O∏≈ تÑàNلر  q≤ëJ الƒ£îة 1: 
.»≤aC’ت §îتا

. x , y »عقƒو م qدH ºK , f (x) ¿مال y ™عV الƒ£îة 2: 

. y ¿مال   f    -1 (x) ™عV ºK , y ôل¨àª∏ا اÑلعæلاH ااOقلªتا πM الƒ£îة 3: 

f    -1  ∫Éée ≈∏Y •hô°T ájCG ôcPG  . لHلøq تC¿ مéلو j fلعلل… مدf    -1   i  , لتC¿ مدj f iلعلل…  الƒ£îة 4: 
.  f    -1  لوéم

ا قد يكون دالة عكسية للدالة f ؛ لذا يجب دراسة  ا فقط من الدالة التي أوجدتها جبريًّا يظهرُ من الخطوة الأخيرة أن جزءًا
.  f     -1  عند إيجاد f مجال

1»≤فC’ا §îتبار الNت£بي≤ ا 
اNتبار الî§ ا’Cف≥« 

æYد ت�عàقªلو تاëل�عÑا 
تاÑللfلا, تH ôÑàNدعا تاƒªتع™ 

تاûØj »àعa πل¡ل تÑàNلر 
تاî§ ت’H »≤aCل�عàقªلو 

 لتôàN مæ¡ل  

تCل  
.ócCÉà∏d á°TÉ°ûdG §Ñ°VG لCت 

سيةùµاد الدالة العéيEا
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في كل مما يأتي أوجد الدالة العكسية   f   -1   إن أمكن، وحدد مجالها والقيود عليه، وإذا لم يكن ذلك ممكنًا فاكتب 
غير موجودة.

f (x) =   x - 1 _ 
x + 2

   )a  

يوضّح التمثيل البياني المجاور أن منحنى الدالة يحقق اختبار الخط    
الأفقي؛ لذا فإن f دالة متباينة، وعليه فإن لها دالة عكسية. مجال 

الدالة  f  هو (∞ ,2-) ∪ (2- ,∞-) ، ومداها 
هو (∞ ,1) ∪ (1 ,∞-) . 

.  f   -1  والآن أوجد

تادتاا ت’UCع∏لا  f (x) =   x - 1 _ 
x + 2

    

 f (x) øم k’دH y سV uƒY  y =   x - 1 _ 
x + 2

    

x , y øلH و uدH  x =   
y - 1

 _ 
y + 2

    

™jRƒàعلا تاUلN ≥ÑW ºK , (y + 2) »a øلaô£تا ÜôعVت  xy+ 2x = y - 1  

Vع™ تاëدلO تاôW »a y …ƒëJ »à± لتMد  xy - y = -2x - 1  

™jRƒàعلا تاUلN  y(x - 1) = -2x - 1  

 y p H πMلاæلعÑا ا`  y =   -2x - 1 _ 
x - 1

    

 x ≠ 1 ¿Cت ßM’ , y øم k’دH  f    -1 (x)  سV uƒY   f  -1 (x) =   -2x - 1 _ 
x - 1

    

يظهر من التمثيل البياني أن مجال  f   -1   هو (∞ ,1) ∪ (1 ,∞-) ،    
ومداها هو (∞ ,2-) ∪ (2- ,∞-) . أي أن مجال ومدى  f  يساويان 

مدى ومجال  f   -1   على الترتيب. 
.  f  -1  لذا ل حاجة لفرض قيود على مجال

f (x) =   √  x - 4   )b  

يوضّح الشكل المجاور أن منحنى الدالة يحقق اختبار الخط الأفقي؛    
لذا فإن الدالة  f  متباينة، وعليه فإن لها دالة عكسية. مجال الدالة  f  هو 

.  f  -1  4] ومداها (∞ ,0] . أوجد, ∞)

تادتاا ت’UCع∏لا  f (x) =   √  x - 4   

 f (x) øم k’دH y سV uƒY  y =   √  x - 4   

 y nل x øلH و uدH  x =   √  y - 4   

øلaô£تا ™uHر   x  2  = y - 4  

 y ≈اEا تÑلعæلاH πM  y =  x  2  + 4  

y øم k’دH  f   -1 (x)   سV uƒY   f  -1 (x) =  x  2  + 4  

يظهر من التمثيل البياني المجاور أن مجال  f   -1   هو (∞ ,∞-) ،    
ا على مجالها بحيث يكون  ومداها(∞ ,4] . ومن ثم فإننا نفرض قيودًا

ا لمدى  f  وهو (∞ ,0]، ويبقى مداها (∞ ,4] . والآن يصبح  مساويًّا
مجال  f  ومداها مساويان لمدى  f   -1  ومجالها على الترتيب؛ لذا فإن  

. {x| x ≥ 0, x ∈ R} ومجالها  f   -1 (x) =  x  2  + 4

تح≥≤ مø ف¡م∂

f (x) =   √   x  2  - 20   )2C  f (x) =   x + 7 _ x   )2B  f (x) = -16 +  x  3  )2A 

2ا اEيéاد الدالة العùµسية Lبريًّ 
الدوا∫ ال≥ابلة للعùµس: 

j≥لو ا∏دتاا تاJ »àاO ¿ƒتاà¡ل 
تاقالعلا مO :IOƒLƒتاا علH∏ا 

ا∏قالس.
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إن الدالة العكسية   f   -1   تلغي عمل الدالة  f  والعكس صحيح؛ لذا فإنه يمكننا تعريف الدوال العكسية باستعمال عملية 
التركيب بينهما.

Jاπc ¿ƒ مø تادتاàلf ø ل  O ,  f   -1تاا Yالعلا اكiôNC, تPEت لa≥§ تPEت ëJ≥≤ تاûعWôل¿ ت’JBلل¿:

.   f   -1 (x) لوéم »a x ºل™ علªéا f [  f   -1 (x)] = x  •

.  f (x) لوéم »a x ºل™ علªéا  f   -1 [f (x)] = x  •

لحظ أن تركيب  f  و   f   -1   هو الدالة المحايدة. وتُستعملُ هذه الحقيقة للتحقق من أن كلًّا من الدالتين دالة عكسية 
للأخرى.

 _ f (x) =   6  و g(x) =   6 _ x   + 4 دالة عكسية للأخرى.
x - 4 

ا أن كلًّ من الدالتين    أثبت جبريًّ

. g[ f (x)] = x  َو   f [g(x)] = x  أثبت أن

g[ f (x)] = g (  6 _ 
x - 4

   )  f [g(x)] = f   (  6 _ x   + 4 )   

=   6 _ 
 (  6 _ 

x - 4
   ) 

   + 4  =   6 _ 
 (  6 _ x   + 4 )  - 4

   

= x - 4 + 4 = x  =   6 _ 
 (  6 _ x  ) 

   = x  

بما أن f [g(x)] = g[ f (x)] = x ، فإن كلًّا من الدالتين f (x), g(x) تكون دالة 
عكسية للأخرى. ويؤكد التمثيل البياني المجاور هذه الإجابة حيث تنتج كل دالة 

. y = x من الأخرى بالنعكاس حول المستقيم
تح≥≤ مø ف¡م∂

ا أن كلًّ من الدالتين f, g تمثل دالة عكسية للأخرى في كل مما يأتي: أثبت جبريًّ

f (x) =  x  2  + 10 , x ≥ 0 , g(x) =    
 √  x - 10   )3B  f (x) = 18 - 3x , g(x) = 6 -   x _ 

3
   )3A 

ا لمعظم الدوال المتباينة، إل أنه يمكننا تمثيل منحنى الدالة العكسية بانعكاس  من الصعب إيجاد الدالة العكسية جبريًّا
. y = x الدالة الأصلية حول المستقيم

.  f    -1 (x) في الشكل 1.7.3 لتمثيل f (x) استعمل التمثيل البياني للدالة

مثِّل بيانيًّاا المستقيم y = x. وعيّن بعض النقاط على منحنى f (x) . أوجد صور هذه النقاط بالنعكاس 
 y = x حول المستقيم f (x) ثم صل بينها بمنحنى كصورة في مرآة لمنحنى الدالة .y = x حول المستقيم

(الشكل 1.7.4).

y

x

y = f -1(x)

y = f (x)

y = x

1.7.4 πµسûال         1.7.3 πµسûال

y

xO

y = f(x)

سيةùµتركيب الدالة ودالت¡ا الع

3iرNCسية للاùµدالة ع πدالة تمث πك ¿Cبات اKEا


 ºسية وال≥يùµالدالة الع

 iƒسü≤ال
jاƒ¿ ا∏دتاا تاüàªع∏ا Oتاا 

 øاj ºت اPEت §≤aت لPEالعلا, تY
 iô¨عU لCت ≈ª¶Y ºا¡ل عل

 ºل¿ ا∏دتاا علc تPEلa .لا∏ëم
 ¿Eلa لا∏ëم iô¨عU لCت ≈ª¶Y

 §îلر تاÑàNلH πعûØJ تادتاا
ت’aC≥«, لمJ ’ ºK øاO ¿ƒتاا 

مÑàلæjا.

4ا اEيéاد الدالة العùµسية بيانيًّ
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تح≥≤ مø ف¡م∂
استعمل التمثيل البياني لكل دالة مما يأتي لتمثيل الدالة العكسية لها بيانيًّا:

 )4B   )4A y

xO

60

40

20

4020 60

y = g (x)

  

y

x

y = f (x)

  

اCعما∫: يتقاضى شخص 16 ريالًا عن كل ساعة عمل، ويعمل في الأسبوع عددًا من الساعات لا يقل عن 40 
ساعة ولا يزيد على 105 ساعات، ويتقاضى أجرًا إضافيًّا مقداره 24 ريالًا عن كل ساعة عمل إضافية تزيد على 

. f (x) = 640 + 24(x - 40) ساعة عمل بالدالة x ـ40 ساعة. ويمكن حساب دخله الأسبوعي مقابل  ال
أثبت أن f   -1 (x)   موجودة، ثمَّ أوجدها.  )a  

 f (x) = 640 + 24x - 960 يمكننا تبسيط الدالة لتصبح   
 . f (x) = 24x - 320 أو

يحقق منحنى الدالة f (x) اختبار الخط الأفقي؛ لذا فإن f (x) دالة    
:  f   -1 (x) متباينة، وعليه تكون دالتها العكسية موجودة. أوجد

تادتاا ت’UCع∏لا  f (x) = 24x - 320  
 f (x) øم k’دH y سV uƒY  y = 24x - 320  

y ل x øلH و uدH  x = 24y - 320  
øلaô£ا≈ تاEع∞ 320 تVCت  x + 320 = 24y  

y ≈اEا تÑلعæلاH πM  y =   x + 320 _ 
24

   

y øم k’دH f    -1 (x)   سV uƒY   f    -1 (x) =   x + 320 _ 
24

   

ماذا تمثّل كل من x و f    -1 (x)   في الدالة العكسية؟  )b  

في الدالة العكسية تمثّل x الدخل الأسبوعي بالريال، وتمثّل f   -1 (x)  عدد ساعات العمل الأسبوعية.   

ح إجابتك. حدّد القيود المفروضة على مجال f (x)  ومجال f   -1 (x)   إن وجدت؟ وضِّ  )c  

الحد الأدنى لساعات العمل الأسبوعية هو 40 ساعة. والحد الأعلى 105 ساعات؛ لذا فإن مجالf (x) هو    
[105 ,40]. و بما أن f (40) = 640 ,  f (105) = 2200  ، فإن مدى f (x) هو [2200 ,640] ، وهو مجال 

.   f    -1 (x) الدالة

أوجد عدد الساعات التي عملها الشخص في أسبوع كان دخله فيه 760 ريالًا.  )d  

 _ f   -1 (760) =   760 + 320   أي أن الشخص عمل 45 ساعة في هذا الأسبوع.
24

   = 45   

تح≥≤ مø ف¡م∂
تƒفير: يتبقى لأحمد بعد سداد أقساط منزله وبعض اللتزامات %65 من راتبه الشهري، فإذا خصّص   )5  

منها 1800 ريال لنفقات المعيشة، وقدّر أن بإمكانه توفير %20 من المبلغ المتبقي تقريبًاا، فإن مقدار التوفير 
الشهري يعطى بالدالة: f (x) = 0.2(0.65x - 1800) ، حيث x الراتب الشهري.

أثبت أن  f   -1 (x)  موجودة، ثم أوجدها.  )5A 

ماذا تمثّل كل من x ,   f    -1 (x)  في الدالة العكسية؟  )5B 

ر إجابتك. حدد أية قيود على كل من مجال f (x) ,  f   -1 (x)  إن وجدت. وبرِّ  )5C 

إذا وفّر أحمد 500 ريالًا في الشهر، فأوجد راتبه الشهري.  )5D 

55سيةùµا�ستعما∫ الدالة الع

 ¬fCت ≈∏Y اا∏ªªتا »a πªتاق Ωل¶f سüæj
“’ ûJ Rƒéjع¨لπ تاقلمûJ πع¨لكa kق∏لvل 
تcCثô مø 8 �علYلا a« تالΩƒ تاƒتMد تPEت 
تªàYد UعلÖM تاقπª تاªقللر تالƒم«, 

تCل تcCثô مø 48 �علYا تPEت تªàYد تاªقللر 
.”»YƒÑع�C’ت









0

500

1000

1500

2000


50 100

y

x




الدالة الî£ية: 

 ≈æëæم ¿CلH ºاëتا ∂æاªj
تادتاا تاî£لا ëj≥≤ تÑàNلر 

تاî§ ت’O »≤aCل¿ تاëلLا 
.¬ªا≈ ر�عEت
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مثّل كلًّا من الدوال الآتية بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية، ثم طبق اختبار 
 )مثلا 1( الخط الأفقي لتحديد إن كانت الدالة العكسية موجودة، أم لا.

y = ​x ​2​ - 16x + 64 	2) 	y = ​x ​2​ + 6x + 9 	1) 	

y = 4 	4) 	y = 3x - 8 	3) 	

y = -4​x ​2​ + 8 	6) 	y = ​ √  x + 4 ​ 	5) 	

y = ​ 1 _ 
4
 ​​x ​3​ 	8) 	y = ​  8 _ 

x + 2
 ​ 	7) 	

أوجد الدالة العكسية  ​​f ​ -1  في كلٍّ مما يأتي إن أمكن، وحدّد مجالها 
 )مثلا 2( والقيود عليه، وإذا لم يكن ذلك ممكنًا فاكتب غير موجودة.

f (x) = 4​x ​5​ - 8​x ​4​ 	10) 	f(x) = -3​x ​4​ + 6​x ​2​ - x 	9) 	

f (x) = ​ √  6 - ​x ​2​ ​ 	12) 	f (x) = ​ √  x + 8 ​ 	11) 	

f(x) = ​ x - 6 _ x  ​ 	14) 	f (x) = |x - 6| 	13) 	

f(x) = ​  7 _ 
​ √  x + 3 ​

 ​ 	16) 	f (x) = ​  6 _ 
​ √  8 - x ​

 ​ 	15) 	

f(x) = |x + 1| + |x - 4| 	18) 	f(x) = ​ x + 4 _ 
3x - 5

 ​ 	17) 	

 تُعطى سرعة جسم y بالكيلومتر لكل ساعة بالدالة  �سرعة: 	19) 	
 )مثلا 2( y = 1.6x حيث x سرعة الجسم بالميل لكل ساعة.

أوجد الدالة العكسية لـِ y، وماذا يمثّل كل متغير فيها؟ 	)a 	

مَثّل كلًّا من الدالتين في المستوى الإحداثي نفسه. 	)b 	

ا أن كلًّا من الدالتين  f , g  تمثل دالة عكسية للأخرى في كلٍّ مما  أثبت جبريًّ
 )مثلا 3( يأتي:

f (x) = -3​x ​2​ + 5 , x ≥ 0 	21) 	f (x) = 4x + 9 	20) 	

g(x) = ​  ​ 5 - x _ 
3
  ​ ​ 		  g(x) = ​ x - 9 _ 

4
  ​ 	 	

f (x) = ​(x + 8) ​
​ 3 _ 
2
 ​
​ 	23) 	f (x) = ​ ​x ​2​ _ 

4
 ​ + 8 , x ≥ 0 	22) 	

g(x) = ​x ​
​ 2 _ 
3
 ​
​ - 8 , x ≥ 0 		  g(x) = ​ √  4x - 32 ​ 	 	

  f (x) = ​ x - 6 _ 
x + 2

 ​ 	25) 	f (x) = 2​x ​3​ - 6 	24) 	

g(x) = ​ 2x + 6 _ 
1 - x

 ​ 		  g(x) = ​ 3
 

  ​ x + 6 _ 
2
  ​ ​ 	 	

 تُعطى طاقة الحركة لجسم متحرك بالجول بالدالة  فيزياء: 	26) 	
​f (x) = 0.5m​x ​2 حيث m كتلة الجسم بالكيلوجرام و x سرعة 

 )مثلا 3( الجسم بالمتر لكل ثانية.

أوجد ​f ​  -1​(x)  للدالة f (x) . وماذا يعني كل متغير فيها؟ 	)a 	

أثبت أن كلًّا من الدالتين f (x)  وَ ​f ​  -1​(x)  التي حصلت عليها  	)b 	
تمثل دالة عكسية للأخرى.

مَثِّل كلًّا من  f (x) ,  ​f ​  -1​(x)  على الشاشة نفسها من الحاسبة  	)c 	
البيانية عندما تكون كتلة الجسم كيلو جرام واحد.

   استعمل التمثيل البياني أدناه المعطى لكل دالة لتمثل الدالة العكسية لها:
)مثلا 4(

	28) 	 	27) 	y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y = g(x)

x

		

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y = f (x)

x

	 	

	30) 	 	29) 	y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y = g(x)

x

		

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

y = f (x)

x

	 	

 يعمل فالح في أحد محلات بيع الأحذية خارج أوقات  وظائف: 	31) 	
دوامه الرسمي مقابل راتب مقداره 420 ريالًا في الأسبوع، ويتقاضى 

أيضًا عمولة مقدارها %5 من قيمة المبيعات. أي أن ما يتقاضاه 
ا يُعطى بالدالة f (x) = 420 + 0.05x  حيث تمثل x قيمة  أسبوعيًّ

 )مثلا 5( المبيعات.

أثبت أن الدالة ​f ​ -1​(x) موجودة، ثم أوجدها. 	)a 	

ماذا تمثّل كل من x ,  ​f ​ -1​(x) في الدالة العكسية؟ 	)b 	

حدد أية قيود على كل من مجال f (x) ,  ​f ​ -1​(x)  إن وجدت.  	)c 	
وبرر إجابتك.

أوجد قيمة مبيعات فالح في الأسبوع الذي يتقاضى فيه  	)d 	
  . 720 ريالًا

حدّد ما إذا كانت الدالة العكسية موجودة في كلٍّ مما يأتي أم لا.

	33) 	 	32) 	

	35) 	 	34) 	



y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

y

O

−4

−8

−8

8

4

4 8 x

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x
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كون جدولًا للدالة   f    -1   في كل مما يأتي إذا كانت موجودة، وإذا لم تكن 
موجودة، فاذكر السبب.

 36)  x -6 -4 -1 3 6 10

f ( x) -4 0 3 5 9 13
  

 37)  x -3 -2 -1 0 1 2

f ( x) 14 11 8 10 11 16
  

 _ f (x) =   9  للتحويل من 
5
    x + 32 رارة: تُستعمل الدالةM اتLدر  38)  

درجات الحرارة السيليزية إلى درجات الحرارة الفهرنهايتية، 
= k(x) للتحويل من درجات    5 _ 

9
   (x + 459.67) وتُستعمل الدالة

الحرارة الفهرنهايتية إلى درجات الحرارة المطلقة (كلفن). 

أوجد   f   -1  ، وماذا تمثّل هذه الدالة؟  )a  

أثبت أن كلًّا من   f ,   f    -1  دالة عكسية للأخرى، ومثّل منحناهما   )b  
على الشاشة نفسها في الحاسبة البيانية.

أوجد (x)(  k ◦ f)، وماذا تمثّل هذه الدالة؟  )c  

إذا كانت درجة الحرارة C°60، فأوجد درجة الحرارة المطلقة   )d  
المقابلة لها.

ضع قيودًا على مجال كل دالة من الدوال الآتية حتى تصبح دالة متباينة. ثم 
أوجد الدالة العكسية لها:

 40)   39)  

 42)   41)  

اgRCار: تحتاج فاطمة إلى 75 زهرة لتزيين قاعة في إحدى المناسبات،   43)  
فإذا كان بإمكانها شراء قرنفل بسعر 3 ريالت للزهرة الواحدة وشراء 

جوري بسعر 5 ريالت للزهرة الواحدة، فأجب عما يأتي:
اكتب دالة تمثّل التكلفة الكلية لشراء الأزهار.  )a  

أوجد الدالة العكسية لدالة التكلفة. وماذا يمثّل كل متغير فيها ؟  )b  

حدّد مجال دالة التكلفة، ومجال الدالة العكسية لها.  )c  

إذا كانت التكلفة الكلية لشراء الأزهار 305 ريالت، فكم زهرة   )d  
من القرنفل اشترت؟

: f ,   f    -1  موجودة، فاكتب المجال والمدى لكل من   f    -1   إذا كانت الدالة

f (x) =   √  x - 6   44)  

f (x) =  x  2  + 9  45)  

f (x) =   3x + 1 _ 
x - 4

   46)  

f (x) =   8x + 3 _ 
2 x - 6

   47)  

أوجد الدالة العكسية في كلٍّ مما يأتي، إن أمكن، ثم مثّل   f  ,   f   -1  في 
مستوى إحداثي واحد. و اذكر أية قيود على المجال:

f (x) =  

 

 
 ⎨   


  
   x  2    , -4 ≥ x
-2x + 5 , -4 < x

 48)  

 f (x) =  

 

 
 ⎨   


  
-4x + 6 , -5 ≥ x
 2x - 8   , -5 < x

 49)  

اتüسا’ت: أعلنت شركة لبيع أجهزة الهاتف المحمول عن عرض   50)  

ا  مبين في الشكل أدناه. فكانت الشركة تخصم 50 ريالًا وتمنح تخفيضًا
مقداره %10 من سعر الجهاز الأصلي.

اكتب دالة r لسعر الجهاز بدللة سعره الأصلي إذا تم خصم   )a  
50 ريالًا فقط.

اكتب دالة d لسعر الجهاز بدللة سعره الأصلي إذا تم منح   )b  
التخفيض (%10) فقط.

اكتب قاعدة تمثّل T = r ◦ d إذا تم التخفيض ثم الخصم.  )c  

أوجد  T   -1  ، وماذا تمثّل؟  )d  

إذا كانت التكلفة الكلية لشراء جهاز بعد التخفيض ثم الخصم   )e  
، فكم يكون سعره الأصلي؟ 760 ريالًا

إذا كانت f (x) = 8 x - 4 , g (x) = 2 x + 6  فأوجد:

  ( f   -1  ◦  g   -1 )  (x)  51)  

  ( g   -1  ◦  f   -1 )  (x)  52)  

 (  f ◦ g )   -1  (x)  53)  

 ( g ◦ f   )   -1  (x)  54)  

y

xO

−8

−12

−8−16

4f (x) = 2 - |x + 9|
y

x
O−4

8

12

4

4 8 12

f (x) = (x- 5)  2

xO−4−8−12

8

4

f (x) = |x + 5| - 4

y y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

f (x) =    − 6x2

x

äÉ°†«ØîJ 10%

 ∞JÉg πc ô©°S ≈∏Y

™«ÑdG óæY º°üN k’ÉjQ 50 



73   سيةكعلا لوادلاو تاقالعلا الدر�س 7 - 1

 سوف تستقصي في هذه المسألة وجود أو  (55	 تمثيلات متعددة: 	
عدم وجود دالة عكسية لكلٍّ من الدالة الزوجية والدالة الفردية.

ا منحنيات ثلاث دوال زوجية مختلفة. هل   مثل بيانيًّ ا: بيانيًّ 	)a 	
تحقق هذه الدوال اختبار الخط الأفقي؟

 كون تخمينًا حول وجود أو عدم وجود دالة عكسية  ا: تحليليًّ 	)b 	
للدالة الزوجية. أثبت صحة تخمينك بالطريقة الجبرية أو انفِه.

ا منحنيات ثلاث دوال فردية مختلفة. هل تحقق   مثل بيانيًّ ا: بيانيًّ 	)c 	
هذه الدوال اختبار الخط الأفقي؟

 كون تخمينًا حول وجود أو عدم وجود دالة عكسية  ا: تحليليًّ 	)d 	
للدالة الفردية. أثبت صحة تخمينك بالطريقة الجبرية أو انفِه.


 إذا كان للدالة f صفرًا عند 6، ولها دالة عكسية ، فما الذي  تبرير: 	56) 	

يمكنك معرفته عن منحنى الدالة ​​f ​ -1 ؟

 وضح القيود التي يجب وضعها على مجال الدالة التربيعية  اكتب: 	57) 	
ليكون لها دالة عكسية. وضّح بمثال.

ر إجابتك.  هل العبارة الآتية صحيحة أم خاطئة. برِّ تبرير: 	58) 	

���“يوجد دالة عكسية لكل دالة خطية ”

. a فأوجد قيمة ، f (x) = ​x ​ 3​ - a ,  ​f ​-1​ (23) = 3 إذا كانت  تحدّ: 	59) 	

 هل توجد دالة f (x) تحقق اختبار الخط الأفقي، وتحقق  تبرير: 	60) 	
∞→lim​ x ​ في الوقت نفسه؟

​ f (x) = 0 , ​  lim​ x→-∞
​ f (x) = 0  المعادلتين



لكل زوج من الدوال الآتية، أوجد f ◦ g , g ◦ f ، ثم أوجد مجال دالة 
 )لادر�س 1-6( التركيب:

f (x) = ​x ​2​ - 9 	61) 	

g(x) = x + 4 	 	

f (x) = ​ 1 _ 
2
 ​x - 7 	62) 	

g(x) = x + 6 	 	

استعمل منحنى الدالة الرئيسة )الأم( المعطاة لوصف منحنى كل دالة 
 )لادر�س 1-5( مرتبطة بها لكلٍّ مما يأتي:

f (x) = ​x ​2​	63) 	

y = ​(0.2x) ​2​ 	)a 	

y = ​(x - 5) ​2​ - 2 	)b 	

y = 3​x ​2​ + 6 	)c 	

f (x) = ​x ​3​	64) 	

y = ​⎜​x ​3​ + 3⎟​ 	)a 	

y = -​(2x) ​3​ 	)b 	

y = 0.75​(x + 1) ​3​ 	)c 	

f (x) = |x| 	65) 	

y = |2x| 	)a 	

y = |x - 5| 	)b 	

y = |3x + 1| - 4 	)c 	

   أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة فيما يأتي في الفترة المعطاة:
)لادر�س 1-4(

  f (x) = ​x ​ 3​ - x, [0, 3] 	66) 	

  f (x) = ​x ​ 4​ - 2 x + 1, [-5, 1] 	67) 	



 _ f (x) = ​ 3x - 5 ؟
2
  أي الدوال الآتية تمثّل الدالة العكسية للدالة  ​ 	 	

g(x) = ​  2x + 5 _ 
3
  ​ 	A 	

g(x) = ​ 3x + 5 _ 
2
  ​ 	B 	

g(x) = 2x + 5 	C 	

g(x) = ​ 2x - 5 _ 
3
  ​ 	D 	

ا، فأي العبارات الآتية  �إذا كان كل من m و n عددًا صحيحًا فرديًّ 	 	
صحيحة؟

​​m ​2​ + ​n ​2 عدد زوجي 	)I

​​m ​2​ + ​n ​2 يقبل القسمة على 4 	)II 	

​​2 (m + n)​ يقبل القسمة على 4 	)III 	

كلها غير صحيحة  	A 	

I فقط 	B 	

I و II فقط صحيحتان 	C 	

I و III فقط صحيحتان 	D 	

68)

69)



∫GhódG π«∏ëJ 1 π°üØdG 74

 

á«°SÉ°SCG º«gÉØe
(1-1 ¢SQódG) ∫GhódG

 á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée øe á©FÉ°ûdG á«FõédG äÉYƒªéªdG  •
 OGóYC’G ,á«Ñ°ùædG ô«Z OGóYC’G ,á«Ñ°ùædG OGóYC’G :»g

.á«©«Ñ£dG OGóYC’G ,á«∏µdG OGóYC’G ,áë«ë°üdG
 »a §≤a óMGh ô°üæ©H É¡dÉée »a ô°üæY πc §HôJ ábÓY »g ádGódG  •

.ÉgGóe
.»°SCGôdG §îdG QÉÑàNG ádGO …CG ≈æëæe ≥≤ëj  •

(1-2 ¢SQódG) äÉbÓ©dGh ∫Ghó∏d á«fÉ«ÑdG äÓ«ãªàdG π«∏ëJ
 , x QƒëªdG hCG , y QƒëªdG ∫ƒM ká∏KÉªàe äÉ«æëæªdG ¿ƒµJ ób  •

.π°UC’G á£≤f hCG
 ájOôØdG ádGódGh , y QƒëªdG ∫ƒM á∏KÉªàe á«LhõdG ádGódG  •

.π°UC’G á£≤f ∫ƒM á∏KÉªàe

  äÉjÉ¡ædGh »fÉ«ÑdG π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°Sh ∫É°üJ’G
(1-3 ¢SQódG)

 ÉeóæY L IóMGh áª«b øe Üôà≤J f (x) ádGódG º«b âfÉc GPEG  •
 ÉeóæY f (x) ájÉ¡f ¿EG :∫ƒ≤æa ,ø«à¡édG øe c øe x Üôà≤J

. lim    
x→c

    f (x) = L  ÖàµJh . L …hÉ°ùJ c øe x Üôà≤J
 hCG ,»FÉ¡f’ ƒg ∫É°üJ’G ΩóY ´ƒfh ,á∏°üàe ô«Z ádGódG ¿ƒµJ ób  •

.ádGREÓd πHÉb hCG ,…õØb
(1-4 ¢SQódG) ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàeh iƒ°ü≤dG º«≤dG

.áæ«©e äGôàa ≈∏Y káàHÉK hCG ká°übÉæàe hCG kIójGõàe ÉeEG ádGódG ¿ƒµJ  •

 iô¨°üdGh ,á«∏ëªdG ≈ª¶©dG áª«≤dG iƒ°ü≤dG º«≤dG øª°†àJ  •
.á≤∏£ªdG iô¨°üdGh ,á≤∏£ªdG ≈ª¶©dGh ,á«∏ëªdG

 IóYÉ≤dÉH ø«à£≤f ø«H ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe ≈£©j  •

m  sec   =   
f (  x  2 ) - f (  x  1 )

 __  x  2  -  x  1    

  á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdGh (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG
(1-5 ¢SQódG)

 : (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG ≈∏Y á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdG øª°†àJ
.OóªàdG ,¢SÉµ©f’G ,ÜÉë°ùf’G

(1-6 ¢SQódG) ø«àdGO Ö«côJh ∫GhódG ≈∏Y äÉ«∏ª©dG
 èàæj ø«àdGO …CG Ö«côJh ,áª°ùbh ,Üô°Vh ,ìôWh ,™ªL π°UÉM ¿EG

. kIójóL ∫GhO

(1-7 ¢SQódG) á«°ùµ©dG ∫GhódGh äÉbÓ©dG
 GPEG §≤ah GPEG iôNCÓd á«°ùµY A , B ø«àbÓ©dG øe wπc ¿ƒµJ  •

.iôNC’G »a (a, b) óLƒj ¬fEÉa ÉªgGóMEG »a (b, a) óLh
 GPEG §≤ah GPEG iôNCÓd á«°ùµY   f ,   f    -1  ø«àdGódG øe wπc ¿ƒµJ  •

.  f [   f    -1  (x)] = x ,  f   -1 [  f (x)] = x ¿Éc

äGOôØªdG
(10 .¢U) áYƒªéª∏d Iõ«ªªdG áØ°üdG

(11 .¢U) IôàØdG õeQ
(11 .¢U) ádGódG

(13 .¢U) ádGódG õeQ
(13 .¢U) π≤à°ùªdG ô«¨àªdG

(13 .¢U) ™HÉàdG ô«¨àªdG
(14 .¢U) ∞jô©àdG IOó©àe ádGódG

(20 .¢U) QÉØ°UC’G
(20 .¢U) QhòédG

(21 .¢U) º«≤à°ùe ∫ƒM πKÉªàdG
(21 .¢U) á£≤f ∫ƒM πKÉªàdG

(23 .¢U) á«LhõdG ádGódG
(23 .¢U) ájOôØdG ádGódG

(28 .¢U) á∏°üàªdG ádGódG
(28 .¢U) ájÉ¡ædG

(28 .¢U) á∏°üàªdG ô«Z ádGódG
(28 .¢U) »FÉ¡fÓdG ∫É°üJ’G ΩóY

(28 .¢U) …õØ≤dG ∫É°üJ’G ΩóY
(28 .¢U) ádGREÓd πHÉ≤dG ∫É°üJ’G ΩóY

 πHÉb ô«Z ∫É°üJ’G ΩóY
 (31 .¢U) ádGREÓd

(32  .¢U) »fÉ«ÑdG π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°S
(38 .¢U) IójGõàªdG

(38 .¢U) á°übÉæàªdG
(38 .¢U) áàHÉãdG

(40 .¢U) áLôëdG á£≤ædG
(40 .¢U) ≈ª¶©dG

(40 .¢U) iô¨°üdG
(40 .¢U) iƒ°ü≤dG

(42 .¢U) ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe
(42 .¢U) ™WÉ≤dG

(48 .¢U) (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG
(48 .¢U) áàHÉãdG ádGódG

(48 .¢U) IójÉëªdG ádGódG
(48 .¢U) á«©«HôàdG ádGódG
(48 .¢U) á«Ñ«©µàdG ádGódG

(48 .¢U) »©«HôàdG QòédG ádGO
(48 .¢U) Üƒ∏≤ªdG ádGO

(49 .¢U) á≤∏£ªdG áª«≤dG ádGO
(49 .¢U) á«LQódG ádGódG

(49 .¢U) í«ë°U OóY ôÑcCG ádGO
(49 .¢U) »°Sóæ¡dG πjƒëàdG

(50 .¢U) ÜÉë°ùf’G
(51 .¢U) ¢SÉµ©f’G

(52 .¢U) OóªàdG
(59 .¢U) ø«àdGO Ö«côJ

(66 .¢U) á«°ùµ©dG ábÓ©dG
(66 .¢U) á«°ùµ©dG ádGódG

(67 .¢U) áæjÉÑàªdG ádGódG

∂JGOôØe ôÑàNG
د ما إذا كانت كل جملة مما يأتي صحيحة أو غير صحيحة، وإذا كانت  حدّ

غير صحيحة، فاستبدل المفردة التي تحتها خط حتى تصبح صحيحة.

ا فقط في مداها. ا واحدً تعين الدالة لكل عنصر في مجالها عنصرً   
المنحنيات المتماثلة حول نقطة يمكن تدويرها °180 حول النقطة،    

فتبدو كأنها لم تتغير.
للدالة الفردية نقطة تماثل.   

ا. لا يتضمن منحنى الدالة المتصلة فجوةً أو انقطاعً   
. y الدالة الفردية متماثلة حول المحور   

. الدالة f (x) التي تتناقص قيمها مع تزايد قيم x تسمى دالةً متناقصةً   
. ا عظمى محليةً أو صغر￯ محليةً تتضمن القيم القصو￯ لدالة قيمً   

انسحاب المنحنى عبارة عن صورة مرآة للمنحنى الأصلي حول مستقيم.   
تحقق الدالة المتباينة اختبار الخط الأفقي.   

الدالة المتباينة لها محور تماثل.   

äGOôØªdG

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO



1(
2(

3(
4(
5(
6(
7(
8(
9(

10(

¢ShQódG ¢üî∏e

في كل علاقة مما يأتي، حدد ما إذا كانت y دالة في x أم لا:

 y  3  - x = 4   3x - 2y = 18   

    

إذا كانت f (x) =  x  2  - 3x + 4 ، فأوجد كلاًّ من القيمتين الآتيتين:

f (-3x)   f (5)   

أوجد مجال كل دالة من الدوال الآتية:

g(x) =   √ ��� 6x - 3    f (x) = 5 x  2  - 17x + 1   

v(x) =   x _ 
 x  2  - 4

    h(a) =   5 _ 
a + 5

    

في العلاقة  y  2  - 8 = x   حدد ما إذا كانت y تمثل دالة في x أم لا:

.y حل بالنسبة إلى

á«∏°UC’G ádGódG   y  2  - 8 = x  

ø«aô£∏d 8 ∞°VCG     y  2  = x + 8  

ø«aô£∏d »©«HôàdG QòédG òN  y = ±  √ ��� x + 8   

في هذه العلاقة، y لا تمثّل دالة في المتغير x ؛ لأن كل قيمة لـ x أكبر من 
.y 8- ترتبط بقيمتين من قيم

.g(2) فأوجد ، g(x) = -3 x  2  + x - 6 إذا كانت

. -3 x  2  + x - 6  :في العبارة x عوض 2 مكان

x = 2  g (2) = -3  (2) 2  + 2 - 6  

§ u°ùH  = -12 + 2 - 6 = -16  

استعمل التمثيل البياني لإيجاد مجال كل دالة ومداها في كل مما يأتي:

    

أوجد المقطع y ، والأصفار لكل دالة مما يأتي:

f (x) =  x  2  - 6x - 27   f (x) = 4x - 9       

f (x) =   √ ��� x + 2   - 1     f (x) =  x  3  - 16x   

 f (x) =  x  3  - 8 x  2  + 12x استعمل التمثيل البياني للدالة
ا. لإيجاد مقطعها y وأصفارها. ثم أوجد هذه القيم جبريًّ

:É v«fÉ«H ôjó≤àdG

يتضح من الشكل أن منحنى f (x) يقطع 
y عند (0 ,0)؛ لذا فإن المقطع y المحور

هو 0 .

المقاطع x (أصفار الدالة) تبدو قريبةً من 
. 0, 2, 6

:É vjôÑL πëdG
. f (0) أوجد ، y لإيجاد المقطع

 f (0) =  0  3  - 8 ·  0  2  + 12 · 0 = 0

حلل المعادلة المرتبطة بالدالة إلى العوامل x لإيجاد أصفار الدالة.
0 = x( x  2  - 8x + 12)

 = x (x - 2) (x - 6)

أصفار الدالة  f  هي 6 , 2 , 0 .
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á«°SÉ°SCG º«gÉØe
(1-1 ¢SQódG) ∫GhódG

 á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée øe á©FÉ°ûdG á«FõédG äÉYƒªéªdG  •
 OGóYC’G ,á«Ñ°ùædG ô«Z OGóYC’G ,á«Ñ°ùædG OGóYC’G :»g

.á«©«Ñ£dG OGóYC’G ,á«∏µdG OGóYC’G ,áë«ë°üdG
 »a §≤a óMGh ô°üæ©H É¡dÉée »a ô°üæY πc §HôJ ábÓY »g ádGódG  •

.ÉgGóe
.»°SCGôdG §îdG QÉÑàNG ádGO …CG ≈æëæe ≥≤ëj  •

(1-2 ¢SQódG) äÉbÓ©dGh ∫Ghó∏d á«fÉ«ÑdG äÓ«ãªàdG π«∏ëJ
 , x QƒëªdG hCG , y QƒëªdG ∫ƒM ká∏KÉªàe äÉ«æëæªdG ¿ƒµJ ób  •

.π°UC’G á£≤f hCG
 ájOôØdG ádGódGh , y QƒëªdG ∫ƒM á∏KÉªàe á«LhõdG ádGódG  •

.π°UC’G á£≤f ∫ƒM á∏KÉªàe

  äÉjÉ¡ædGh »fÉ«ÑdG π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°Sh ∫É°üJ’G
(1-3 ¢SQódG)

 ÉeóæY L IóMGh áª«b øe Üôà≤J f (x) ádGódG º«b âfÉc GPEG  •
 ÉeóæY f (x) ájÉ¡f ¿EG :∫ƒ≤æa ,ø«à¡édG øe c øe x Üôà≤J

. lim    
x→c

    f (x) = L  ÖàµJh . L …hÉ°ùJ c øe x Üôà≤J
 hCG ,»FÉ¡f’ ƒg ∫É°üJ’G ΩóY ´ƒfh ,á∏°üàe ô«Z ádGódG ¿ƒµJ ób  •

.ádGREÓd πHÉb hCG ,…õØb
(1-4 ¢SQódG) ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàeh iƒ°ü≤dG º«≤dG

.áæ«©e äGôàa ≈∏Y káàHÉK hCG ká°übÉæàe hCG kIójGõàe ÉeEG ádGódG ¿ƒµJ  •

 iô¨°üdGh ,á«∏ëªdG ≈ª¶©dG áª«≤dG iƒ°ü≤dG º«≤dG øª°†àJ  •
.á≤∏£ªdG iô¨°üdGh ,á≤∏£ªdG ≈ª¶©dGh ,á«∏ëªdG

 IóYÉ≤dÉH ø«à£≤f ø«H ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàe ≈£©j  •

m  sec   =   
f (  x  2 ) - f (  x  1 )

 __  x  2  -  x  1    

  á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdGh (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG
(1-5 ¢SQódG)

 : (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG ≈∏Y á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdG øª°†àJ
.OóªàdG ,¢SÉµ©f’G ,ÜÉë°ùf’G

(1-6 ¢SQódG) ø«àdGO Ö«côJh ∫GhódG ≈∏Y äÉ«∏ª©dG
 èàæj ø«àdGO …CG Ö«côJh ,áª°ùbh ,Üô°Vh ,ìôWh ,™ªL π°UÉM ¿EG

. kIójóL ∫GhO

(1-7 ¢SQódG) á«°ùµ©dG ∫GhódGh äÉbÓ©dG
 GPEG §≤ah GPEG iôNCÓd á«°ùµY A , B ø«àbÓ©dG øe wπc ¿ƒµJ  •

.iôNC’G »a (a, b) óLƒj ¬fEÉa ÉªgGóMEG »a (b, a) óLh
 GPEG §≤ah GPEG iôNCÓd á«°ùµY   f ,   f    -1  ø«àdGódG øe wπc ¿ƒµJ  •

.  f [   f    -1  (x)] = x ,  f   -1 [  f (x)] = x ¿Éc

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

¢ShQódG ¢üî∏e

في كل علاقة مما يأتي، حدد ما إذا كانت y دالة في x أم لا:

 y  3  - x = 4   3x - 2y = 18   

    

إذا كانت f (x) =  x  2  - 3x + 4 ، فأوجد كلاًّ من القيمتين الآتيتين:

f (-3x)   f (5)   

أوجد مجال كل دالة من الدوال الآتية:

g(x) =   √ ��� 6x - 3    f (x) = 5 x  2  - 17x + 1   

v(x) =   x _ 
 x  2  - 4

    h(a) =   5 _ 
a + 5

    

في العلاقة  y  2  - 8 = x   حدد ما إذا كانت y تمثل دالة في x أم لا:

.y حل بالنسبة إلى

á«∏°UC’G ádGódG   y  2  - 8 = x  

ø«aô£∏d 8 ∞°VCG     y  2  = x + 8  

ø«aô£∏d »©«HôàdG QòédG òN  y = ±  √ ��� x + 8   

في هذه العلاقة، y لا تمثّل دالة في المتغير x ؛ لأن كل قيمة لـ x أكبر من 
.y 8- ترتبط بقيمتين من قيم

.g(2) فأوجد ، g(x) = -3 x  2  + x - 6 إذا كانت

. -3 x  2  + x - 6  :في العبارة x عوض 2 مكان

x = 2  g (2) = -3  (2) 2  + 2 - 6  

§ u°ùH  = -12 + 2 - 6 = -16  

استعمل التمثيل البياني لإيجاد مجال كل دالة ومداها في كل مما يأتي:

    

أوجد المقطع y ، والأصفار لكل دالة مما يأتي:

f (x) =  x  2  - 6x - 27   f (x) = 4x - 9       

f (x) =   √ ��� x + 2   - 1     f (x) =  x  3  - 16x   

 f (x) =  x  3  - 8 x  2  + 12x استعمل التمثيل البياني للدالة
ا. لإيجاد مقطعها y وأصفارها. ثم أوجد هذه القيم جبريًّ

:É v«fÉ«H ôjó≤àdG

يتضح من الشكل أن منحنى f (x) يقطع 
y عند (0 ,0)؛ لذا فإن المقطع y المحور

هو 0 .

المقاطع x (أصفار الدالة) تبدو قريبةً من 
. 0, 2, 6

:É vjôÑL πëdG
. f (0) أوجد ، y لإيجاد المقطع

 f (0) =  0  3  - 8 ·  0  2  + 12 · 0 = 0

حلل المعادلة المرتبطة بالدالة إلى العوامل x لإيجاد أصفار الدالة.
0 = x( x  2  - 8x + 12)

 = x (x - 2) (x - 6)

أصفار الدالة  f  هي 6 , 2 , 0 .
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حدد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيم x المعطاة. وبرر 
إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فبيّن نوع 

عدم الاتصال لانهائي، قفزي، قابل للإزالة.

f (x) =  x  2  - 3x , x = 4   

 f (x) =   √ ��� 2x - 4   , x = 10   

 f (x) =   x _ 
x + 7

   , x = 0 , x = 7   

f (x) =   x _ 
 x  2  - 4

   , x = 2 , x = 4   

f (x) =  

 
 

    


  3x - 1 , x < 1
 2x , x ≥ 1

 , x = 1   

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لوصف سلوك طرفي 
التمثيل البياني لكل منهما:

    y

xO

−4

−8

−12

−4−8 4 8

  

y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

  

 . x = 0 , x = 4 متصلة عند f (x) =   1 _ 
x - 4

حدد ما إذا كانت الدالة   
وبرر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة 

فحدد نوع عدم الاتصال: لانهائي، قفزي، قابل للإزالة. 

f (0) = -0.25 ، لذلك f معرفة عند 0 . وتقترب قيم الدالة من 0.25- 
عندما تقترب x من 0 .

x -0.1 -0.01 0 0.01 0.1

f (x) -0.244 -0.249 -0.25 -0.251 -0.256

lim  x→0   فإن f (x)  متصلة 
  f (x) = - 0.25 , f (0) = -0.25  بما أن

. x = 0 عند
بما أن f غير معرفة عند x = 4 فإن f غير متصلة عند 4 وهو 

عدم اتصال لا نهائي.

استعمل التمثيل البياني للدالة: 
 f (x) = -2  x  4  - 5 x + 1

لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني.

. f (x) اختبر منحنى
  f (x) → -∞ فإن ، x → ∞ عندما
f (x) → -∞ فإن ، x → -∞ عندما

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات إلى 
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم 

قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصو￯ للدالة، وبيّن نوعها.

    

أوجد متوسط معدل التغير لكل من الدالتين الآتيتين في الفترة المعطاة:

f (x) = - x  3  + 3 x + 1 , [0, 2]   

f (x) =  x  2  + 2x + 5 , [-5, 3]   

استعمل التمثيل البياني للدالة f (x) =  x  3  - 4x لتقدير الفترات إلى 
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم 

قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصو￯ للدالة، وبيّن نوعها.

الدالة متزايدة في الفترة (1- ,∞-) ، 
ومتناقصة في الفترة (1 ,1-) ، ومتزايدة 

في الفترة (∞ ,1) .

للدالة قيمة عظمى محلية عند (3 ,1-) ،
وقيمة صغر￯ محلية عند (3- ,1) .

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO
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1-3(28 - 37 äÉëØ°üdG) äÉjÉ¡ædGh ∫É°üJ’G
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1-4(38 - 46 äÉëØ°üdG) ô«¨àdG ∫ó©e §°Sƒàeh iƒ°ü≤dG º«≤dG
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ف  صِ أوجد الدالة الرئيسة (الأم) f (x) للدالة g(x) في كل مما يأتي، وَ
العلاقة بين منحنيي الدالتين، ثم مثّلهما في مستو￯ إحداثي واحد.

g(x) = - (x - 6) 2  - 5   g(x) =   √ ��� x - 3   + 2   

g(x) =   1 _ 
4
  [x] + 3   g(x) =   1 _ 

2(x + 7)
    

� √   = f (x)  في كل مما يأتي، ثم  x    , g(x) صف العلاقة بين الدالتين
. g(x) اكتب معادلة الدالة

    y

xO

y= g(x)

  

y

xO

y= g(x)

  

 ، g(x) = -|x - 3| + 7 للدالة  f (x)  (الأم) أوجد الدالة الرئيسة
وصف العلاقة بين منحنيي الدالتين، ثم مثِّلهما في مستو￯ إحداثي واحد.

 g(x) الدالة الرئيسة (الأم) لِـ
هي |f (x) = |x . ينتج منحنى 

 f من منحنى الدالة g الدالة
 ، x بانعكاس حول المحور

وانسحاب مقداره 3 وحدات 
إلى اليمين، وانسحاب مقداره 

7 وحدات إلى أعلى.

,(x)(f · g) ,(x)(f - g ) ,(x)(f + g ) لكل من الدالتين   (  
f
 _ g  )  (x) أوجد

f (x) , g(x) فيما يأتي. ثم اكتب مجال الدالة الناتجة.

 f (x) = 4 x  2  - 1   f (x) = x + 3                   
 g(x) = 5x - 1    g(x) = 2 x  2  + 4x - 6   

  f (x) =   1 _ x       f (x) =  x  3  - 2 x  2  + 5   

g(x) =   1 _ 
 x  2 

    g(x) = 4 x  2  - 3              

أوجد (2)[f ◦ g] ,(x)[  g ◦ f] ,(x)[f ◦ g] لكل دالتين من الدوال الآتية:

f (x) = 4x - 11 , g(x) = 2 x  2  - 8   

f (x) =  x  2  + 2x + 8 , g(x) = x - 5   

f (x) =  x  2  - 3x + 4 , g(x) =  x  2   

. f ◦ g متضمنًا أية قيود إذا لزم، ثم أوجد f ◦ g اكتب مجال

 f (x) =   √ ��� x - 2       f (x) =   1 _ 
x - 3

    

  g(x) = 6x - 7   g(x) = 2x - 6   

إذا كانت f (x) =  x  3  - 1 , g (x) = x + 7 ، فأوجد 
, (x)(f · g ) , (x)(f - g ) ,(x)(f + g) ، ثم اكتب مجال الدالة   (  

f
 _ g  ) (x)

الناتجة.

(f + g)(x) = f (x) + g(x)             
= ( x  3  - 1) + (x + 7)
=  x  3  + x + 6              

.{x | x ∈ R} هو (f + g)(x) مجال

 (f - g)(x) = f (x) - g(x)             
= ( x  3  - 1) - (x + 7)
=  x  3  - x - 8                 

.{x | x ∈ R} هو (f - g)(x) مجال

(f · g)(x) = f (x) · g(x)             
= ( x  3  - 1)(x + 7)    
=  x  4  + 7 x  3  - x - 7

.{x | x ∈ R} هو (f · g)(x) مجال

 (  
f
 _ g  ) (x) =   

f (x)
 _ 

g(x)
   =    x  3  - 1 _ 

x + 7
  

. {x | x ≠ -7, x ∈ R} هو  (  
f
 _ g  ) (x) مجال

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO
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g(x) = -|x - 3| + 7

f (x) = |x|
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حدد ما إذا كانت كل دالة مما يأتي متصلة عند قيم x المعطاة. وبرر 
إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة فبيّن نوع 

عدم الاتصال لانهائي، قفزي، قابل للإزالة.

f (x) =  x  2  - 3x , x = 4   

 f (x) =   √ ��� 2x - 4   , x = 10   

 f (x) =   x _ 
x + 7

   , x = 0 , x = 7   

f (x) =   x _ 
 x  2  - 4

   , x = 2 , x = 4   

f (x) =  

 
 

    


  3x - 1 , x < 1
 2x , x ≥ 1

 , x = 1   

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لوصف سلوك طرفي 
التمثيل البياني لكل منهما:

    y

xO

−4

−8

−12

−4−8 4 8

  

y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

  

 . x = 0 , x = 4 متصلة عند f (x) =   1 _ 
x - 4

حدد ما إذا كانت الدالة   
وبرر إجابتك باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة 

فحدد نوع عدم الاتصال: لانهائي، قفزي، قابل للإزالة. 

f (0) = -0.25 ، لذلك f معرفة عند 0 . وتقترب قيم الدالة من 0.25- 
عندما تقترب x من 0 .

x -0.1 -0.01 0 0.01 0.1

f (x) -0.244 -0.249 -0.25 -0.251 -0.256

lim  x→0   فإن f (x)  متصلة 
  f (x) = - 0.25 , f (0) = -0.25  بما أن

. x = 0 عند
بما أن f غير معرفة عند x = 4 فإن f غير متصلة عند 4 وهو 

عدم اتصال لا نهائي.

استعمل التمثيل البياني للدالة: 
 f (x) = -2  x  4  - 5 x + 1

لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني.

. f (x) اختبر منحنى
  f (x) → -∞ فإن ، x → ∞ عندما
f (x) → -∞ فإن ، x → -∞ عندما

استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات إلى 
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم 

قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصو￯ للدالة، وبيّن نوعها.

    

أوجد متوسط معدل التغير لكل من الدالتين الآتيتين في الفترة المعطاة:

f (x) = - x  3  + 3 x + 1 , [0, 2]   

f (x) =  x  2  + 2x + 5 , [-5, 3]   

استعمل التمثيل البياني للدالة f (x) =  x  3  - 4x لتقدير الفترات إلى 
أقرب 0.5 وحدة التي تكون فيها الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. ثم 

قدر إلى أقرب 0.5 وحدة القيم القصو￯ للدالة، وبيّن نوعها.

الدالة متزايدة في الفترة (1- ,∞-) ، 
ومتناقصة في الفترة (1 ,1-) ، ومتزايدة 

في الفترة (∞ ,1) .

للدالة قيمة عظمى محلية عند (3 ,1-) ،
وقيمة صغر￯ محلية عند (3- ,1) .

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO
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y

xO

−4

−8

−2−4

4

8
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35( y

xO

34(

36(

37(

y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

ف  صِ أوجد الدالة الرئيسة (الأم) f (x) للدالة g(x) في كل مما يأتي، وَ
العلاقة بين منحنيي الدالتين، ثم مثّلهما في مستو￯ إحداثي واحد.

g(x) = - (x - 6) 2  - 5   g(x) =   √ ��� x - 3   + 2   

g(x) =   1 _ 
4
  [x] + 3   g(x) =   1 _ 

2(x + 7)
    

� √   = f (x)  في كل مما يأتي، ثم  x    , g(x) صف العلاقة بين الدالتين
. g(x) اكتب معادلة الدالة

    y

xO

y= g(x)

  

y

xO

y= g(x)

  

 ، g(x) = -|x - 3| + 7 للدالة  f (x)  (الأم) أوجد الدالة الرئيسة
وصف العلاقة بين منحنيي الدالتين، ثم مثِّلهما في مستو￯ إحداثي واحد.

 g(x) الدالة الرئيسة (الأم) لِـ
هي |f (x) = |x . ينتج منحنى 

 f من منحنى الدالة g الدالة
 ، x بانعكاس حول المحور

وانسحاب مقداره 3 وحدات 
إلى اليمين، وانسحاب مقداره 

7 وحدات إلى أعلى.

,(x)(f · g) ,(x)(f - g ) ,(x)(f + g ) لكل من الدالتين   (  
f
 _ g  )  (x) أوجد

f (x) , g(x) فيما يأتي. ثم اكتب مجال الدالة الناتجة.

 f (x) = 4 x  2  - 1   f (x) = x + 3                   
 g(x) = 5x - 1    g(x) = 2 x  2  + 4x - 6   

  f (x) =   1 _ x       f (x) =  x  3  - 2 x  2  + 5   

g(x) =   1 _ 
 x  2 

    g(x) = 4 x  2  - 3              

أوجد (2)[f ◦ g] ,(x)[  g ◦ f] ,(x)[f ◦ g] لكل دالتين من الدوال الآتية:

f (x) = 4x - 11 , g(x) = 2 x  2  - 8   

f (x) =  x  2  + 2x + 8 , g(x) = x - 5   

f (x) =  x  2  - 3x + 4 , g(x) =  x  2   

. f ◦ g متضمنًا أية قيود إذا لزم، ثم أوجد f ◦ g اكتب مجال

 f (x) =   √ ��� x - 2       f (x) =   1 _ 
x - 3

    

  g(x) = 6x - 7   g(x) = 2x - 6   

إذا كانت f (x) =  x  3  - 1 , g (x) = x + 7 ، فأوجد 
, (x)(f · g ) , (x)(f - g ) ,(x)(f + g) ، ثم اكتب مجال الدالة   (  

f
 _ g  ) (x)

الناتجة.

(f + g)(x) = f (x) + g(x)             
= ( x  3  - 1) + (x + 7)
=  x  3  + x + 6              

.{x | x ∈ R} هو (f + g)(x) مجال

 (f - g)(x) = f (x) - g(x)             
= ( x  3  - 1) - (x + 7)
=  x  3  - x - 8                 

.{x | x ∈ R} هو (f - g)(x) مجال

(f · g)(x) = f (x) · g(x)             
= ( x  3  - 1)(x + 7)    
=  x  4  + 7 x  3  - x - 7

.{x | x ∈ R} هو (f · g)(x) مجال

 (  
f
 _ g  ) (x) =   

f (x)
 _ 

g(x)
   =    x  3  - 1 _ 

x + 7
  

. {x | x ≠ -7, x ∈ R} هو  (  
f
 _ g  ) (x) مجال
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∫GhódG π«∏ëJ 1 π°üØdG 78

أوجد الدالة العكسية في كلٍّ مما يأتي، إن أمكن، ثم مثل  f,  f   -1 في 
مستو￯ إحداثي واحد.

y = -4x + 8   y = 2x              

y =   1 _ x   - 3       y = 2  √ ��� x + 3    

مثّل كل دالة من الدوال الآتية باستعمال الحاسبة البيانية، واختبر ما إذا 
كان المعكوس يمثّل دالةً أم لا.

f (x) =  x  3                 f (x) = |x| + 6   

f (x) =  x  3  - 4 x  2   f (x) = -   3 _ 
x + 6

    

. y =  x  3  - 9 أوجد الدالة العكسية للدالة

ل مكاني x , y لتحصل على المعادلة x =  y  3  - 9 ، ثم حل بالنسبة  بدّ
. y إلى

x =  y  3  - 9 

x + 9 =  y  3         

  3
 √ ��� x + 9    = y           

. y =   3
 √ ��� x + 9   أي أن الدالة العكسية هي

ا  ádƒªëªdG ∞JGƒ¡dG: قدمت إحد￯ شركات الاتصالات عرضً   
على الهواتف المحمولة بحيث يدفع المشترك 40 ريالاً في الشهر. 

ويتضمن ذلك 500 دقيقة مكالمات نهارية مجانية كحد أقصى خلال 
الشهر، ويدفع 0.2 ريال عن كل دقيقة نهارية تزيد على 500 دقيقة.  

(1-1 ¢SQódG)
اكتب الدالة p(x) للتكلفة الشهرية لإجراء مكالمات نهارية مدتها   (a  

x دقيقة.
 ، كم سيدفع مشترك إذا أجر￯ مكالمات نهارية مدتها 450 دقيقةً  (b  

ً ؟ 550 دقيقة

مثّل الدالة p(x) بيانيًّا.  (c  

ÉªYCG∫: يبين التمثيل البياني أدناه الدخل الذي حققه متجر صغير في    
(1-2 ¢SQódG)  الفترة من عام 1434 هـ إلى 1440 هـ

(
ä

’
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ô
d
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±
’

BG 
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°û

©
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 π
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ó
d
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`g 1433 òæe äGƒæ°ùdG

1 2 3 4 5 6 7

ر دخل المتجر سنة 1437 هـ قدِّ  (a  

ر السنة التي حقق فيها المتجر دخلاً مقداره 100000 ريال. قدِّ  (b  

ÖJGhQ: بعد 5 سنوات من عمل وليد في إحد￯ الشركات تقاضى    

ا. هل الدالة التي تمثّل  زيادةً على راتبه مقدارها 1500 ريال شهريًّ
(1-3 ¢SQódG) .ر إجابتك راتب وليد متصلة أم غير متصلة؟ برِّ

Ωób Iôc: يبين الجدول أدناه عدد الأهداف التي سجلها لاعب في    
(1-4 ¢SQódG) .خمسة مواسم كروية

áæ°ùdG14331434143514361437

±GógC’G OóY536234242

 ￯وضح لماذا يمثّل عدد الأهداف عام 1435 هـ قيمةً صغر  (a  

 . محليةً
إذا كان متوسط معدل التغير لعدد الأهداف بين عامي 1437   (b  

و1440هـ يساوي 5 أهداف لكل عام. فكم هدفًا سجل اللاعب 
عام 1440 هـ ؟

مي حجر أفقيًّا من على حافة جرف، وكان مقدار سرعته  AÉjõ«a: رُ   

� √   = v(t) . حيث t الزمن بالثواني، ���� (9.8t )  2  + 49    :معطى بالدالة
v(t) السرعة بالمتر لكل ثانية. مثل بيانيًّا دالة السرعة خلال أول 

(1-5 ¢SQódG) .6 ثوانٍ من رمي الحجر

á«dÉe áaÉ≤K: إذا كان ثمن شريحة الإنترنت 500 ريال.    
وقدمت إحد￯ الشركات العرض التالي: خصم %10 من ثمن 
الشريحة و20 ريالاً عند تفعيلها. كم سيكون ثمن الشريحة بعد 

(1-6 ¢SQódG) .تفعيلها

(1-7 ¢SQódG) .تذكر أن 1 بوصةً تساوي 2.54 سم تقريبًا :¢SÉ«b   
اكتب دالة A(x) لتحويل مساحة مستطيل من البوصات المربعة   (a  

إلى السنتمترات المربعة. 
أوجد A   -1 (x)  لتحويل مساحة مستطيل من السنتمترات المربعة   (b  

إلى البوصات المربعة.
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79   1 -   ¢SQódG79 π°üØdG QÉÑàNG 1 π°üØdG

:x تمثل دالة في y في كل علاقة مما يأتي، حدد ما إذا كانت

  x =  y   2  - 5   

y =   √ ���  x  2  + 3    

y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

    

äGQÉ«°S ∞bƒe: يتقاضى موقف للسيارات مبلغ 3 ريالات مقابل    
كل ساعة أو جزءٍ من الساعة لأول ثلاث ساعات، فإذا زادت المدة 

عن الثلاث ساعات، فإنه يتقاضى 15 ريالاً عن المدة كلها.
اكتب دالة c(x) تمثّل تكلفة وقوف سيارة مدة x من الساعات.  (a  

.c(2.5) أوجد  (b  

عيّن مجال الدالة c(x)، وبرر إجابتك.  (c  

حدد مجال كل دالة من الدالتين الممثلتين أدناه ومداها: 

    y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

  

y

xO

−4

−8

−4−8

4

8

4 8

  

أوجد المقطع y والأصفار لكل دالة من الدالتين الآتيتين:

f (x) =  x  3  + 4 x  2  + 3x   f (x) = 4 x  2  - 8x - 12   

Oó©àe øe QÉ«àNG: أي العلاقات الآتية متماثلة حول المحور x ؟   

y = |x|  C  - x  2  - yx = 2  A  

- y  2  = -4x  D   x  3 y = 8  B  

د ما إذا كانت كل من الدالتين الآتيتين متصلةً عند x = 3 ، وإذا كانت  حدّ
غير متصلة، فحدد نوع عدم الاتصال: لا نهائي، قفزي، قابل للإزالة.

f (x) =  

 
 

    


    2x , x < 3
9 - x , x ≥ 3

  

f (x) =   x - 3 _ 
 x  2  - 9

    

أوجد متوسط معدل التغير لكل دالة من الدالتين الآتيتين في الفترة [6 ,2-]:

f (x) =   √ ��� x + 3    f (x) = - x  4  + 3x   

استعمل منحنى كل من الدالتين الآتيتين لتقدير الفترات التي تكون عندها 
الدالة متزايدة أو متناقصة إلى أقرب 0.5 وحدة.

    y

xO
  

y

xO

  

ر  أعـلاه، وقـدِّ  14 السـؤال  فـي  للدالـة  البيانـي  التمثيـل  اسـتعمل   16(  
قيمـة x التـي يكـون للدالـة عندهـا قيمـة قصـو￯ مقربـة إلـى أقـرب 

0.5 وحدة، وبيِّن نوعها.

Oó©àe øe QÉ«àNG: أي الدوال الآتية    
يمثّلها التمثيل البياني المجاور؟

f (x) = |x - 4| - 3  A  

f (x) = |x - 4| + 3  B  

f (x) = |x + 4| - 3  C  

f (x) = |x + 4| + 3  D  

عيِّن الدالة الرئيسة (الأم)f (x)  للدالة  g(x) = -( x + 3 )  3 ، ثم مثِّل   18(  
الدالة g(x) بيانيًّا.

إذا كانت g(x) =  x  2  - 36 , f (x) = x - 6 ، فأوجد كل دالة من 
الدالتين الآتيتين، ثم أوجد مجالها.

[  g ◦ f  ](x)    (  
f
 _ g  ) (x)   

 C تستعمل معظم دول العالم الدرجات السيليزية :IQGôëdG áLQO   
لقياس درجة الحرارة. والمعادلة التي تربط بين درجات الحرارة 

 . F =   9 _ 
5
   C + 32 هي F والفهرنهايتية C السيليزية

. F كدالة بالنسبة إلى C اكتب  (a  

. C = [  f ◦ g](F ) بحيث يكون g و  f أوجد دالتين  (b  

بيِّن ما إذا كان للدالة f دالة عكسية أم لا في كل مما يأتي، أوجدها في حالة 
د أية قيود على مجالها.  وجودها، وحدّ

 f (x) =   x + 3 _ 
x - 8

         f (x) = (x - 2 )  3   

f (x) =  x  2  - 16    f (x) =   √ ��� 4 - x    

π°üØdG QÉÑàNG
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83 á« q°SC’G ∫GhódG 2 - 1 ¢SQódG

د مجال الدالة ومداها.   _ y = (  1 بيانيًّا، وأوجد مقطع المحور y، وحدِّ
3
   )  

x
مثّل الدالة    (a  

y

O x

y =(1_
3)
x

   

x  (  1 _ 
3

  )  
x
 y

-2  (  1 _ 
3
  )  

-2
 9

0 (  1 _ 
3
   )  0 1

2 (  1 _ 
3
   )  2   1 _ 

9
  

 y عيّن الأزواج المرتبة الواردة في الجدول، ثم صل بينها بمنحنى. لاحظ أن التمثيل البياني للدالة يقطع المحور
عندما  y = 1، أي أن منحنى الدالة يمر بالنقطة (1 , 0)،  لذا فمقطع المحور y هو 1، ومجال الدالة هو جميع 

الأعداد الحقيقية، ومداها جميع الأعداد الحقيقية الموجبة.

 _ 1  ) إلى أقرب جزء من عشرة.
3
استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة  1.5-  (     (b  

.((  1 _ 
3
عندما  x = -1.5، فإن قيمة y ≈ 5.2، (استعمل الآلة الحاسبة للتحقق من أن 5.19615 ≈  1.5-  (   

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

د مجال الدالة ومداها.  _ y = (  1 بيانيًّا، وأوجد مقطع المحور y، وحدِّ
2
   )  x  مثّل الدالة  (2A 

 _ 1  ) إلى أقرب جزء من عشرة، واستعمل الآلة الحاسبة للتحقق من 
2
استعمل التمثيل البياني لتقدير قيمة   2.5-  (     (2B 

ذلك.

يتضح من المثال (2) أعلاه أنه كلما ازدادت قيم x بمقدار ثابت (قيمته 2)، فإن قيم y تتناقص بنسبة ثابتة، فكل قيمة 
 _ 1   القيمة السابقة لها مباشرة، لذا فالدالة متناقصة، كما أن المحور x هو خط تقاربٍ أفقي لها.

9
لـ y تمثِّل   

ي، فالدالة  y =  3  x الواردة في المثال 1 هي  «: تسمى الدالة الأسيّة f (x) = b x ، حيث b > 1 دالة النمو الأسّ q°SC’G ƒªædG
دالة نمو أسي.

:êPƒªædG f (x) = b x, b > 1 :(ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG

ójGõàe ,øjÉÑàe ,π°üàe  :ádGódG ≈æëæe ¢üFÉ°üN

    (R)á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée  :∫ÉéªdG

  (R+)áÑLƒªdG á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée  :ióªdG

x QƒëªdG   :ÜQÉ≤àdG §N

1  :y QƒëªdG ™£≤e

يمكنك تمثيل دوال النمو الأسي بيانيًّا بنفس طريقة تمثيل الدوال الأسية، كما يمكنك الاستفادة من النقاط:
 (-1,   1 _ 

b
   ), (0, 1), (1, b)

20 < b < 1 , a > 0 ÉeóæY áq«°SC’G ádGódG π«ãªJ


a < 0

 ¿EÉa ,áÑdÉ°S a áª«b âfÉc GPEG
 ∫ƒM ¢ùµ©æj ádGódG ≈æëæe

. x QƒëªdG

» q°SC’G ƒªædG ∫Ghód (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG

(1, b)
(0, 1)

f(x) = bx,
b > 1

f(x)

x
−1,   1

b( )
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لاحظ أن قيم f (x) تزداد كلما زادت قيم x. ولذلك نقول: إن f (x) دالة متزايدة. يمكنك تمثيل الزيادة في قيمة ما بنسبة 
مئوية ثابتة في فترات زمنية متساوية باستعمال دالة النمو الأسي  A (t) = a (1 + r )  t ، حيث t الفترة الزمنية، a القيمة 

الابتدائية، r النسبة المئوية للنمو في الفترة الزمنية الواحدة. لاحظ أن أساس العبارة الأسية هو (r + 1) ويُسمى 
عامل النمو.

وتستعمل دوال النمو الأسي عادةً لتمثيل النمو السكاني.

fÉµ°S OGó©J«: بلغ المعدل السنوي للنمو السكاني في المملكة خلال الفترة 1431 - 1425  %3.2 تقريبًا. إذا كان 
عدد سكان المملكة 22678262 نسمة عام  1425هـ ، فأوجد معادلة أسية تمثِّل النمو السكاني للمملكة خلال هذه 

الفترة، ثم مثِّلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية.

a = 22678262, r = 0.032 ًأوجد دالة النمو الأسي مستعملا  (a  

y = 22678262 (1.032)t

مثّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية TI-nspire لتحصل على   (b  
الشكل المجاور.

 ∂ª¡a øe ≥≤ëJ

هو  1430 هـ  عام  العائلة  إنفاق  كان  ا، إذا  سنويًّ  8.5% نسبته  بما  عائلة  إنفاق  يزداد  أن  á«dÉe: يتوقع   áaÉ≤K  (3 
 ـ، ثم مثِّلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. 80000 ريال، فأوجد معادلة أسية تمثِّل إنفاق العائلة منذ عام 1430 ه 

ي، فالدالة «: تُسمى الدالة الأسيّة f (x) = b x ، حيث b < 1 > 0 دالة الاضمحلال الأسّ q°SC’G ∫Óëª°V’G

 _ y =   (  1  الواردة في المثال 2 هي دالة اضمحلال أسي.
3
  )   

x
 

:êPƒªædG    f (x) = b x, 0 < b < 1  :(ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG

¢übÉæàe ,øjÉÑàe ,π°üàe  :ádGódG ≈æëæe ¢üFÉ°üN
 (R)á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée  :∫ÉéªdG

  (R+)áÑLƒªdG á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée  :ióªdG
x QƒëªdG  :ÜQÉ≤àdG §N

1  :y QƒëªdG ™£≤e

يمكنك تمثيل دوال الاضمحلال الأسي بيانيًّا بنفس طريقة تمثيل دوال النمو الأسي، ونلاحظ أن قيم f (x) تقل كلما 
زادت قيم x ، ولذلك نقول: إن f (x) دالة متناقصة. 

وكما في النمو الأسي، فإنه يمكنك تمثيل النقص في قيمة ما بنسبة مئوية ثابتة في فترات زمنية متساوية باستعمال دالة 
الاضمحلال الأسي  A(t) = a (1 - r )  t ، حيث a القيمة الابتدائية، r النسبة المئوية للاضمحلال في الفترة الزمنية 

الواحدة. لاحظ أن أساس العبارة الأسية هو  ( r - 1)، ويُسمى عامل الاضمحلال. 
وتستعمل دوال الاضمحلال الأسي عادة في التطبيقات المالية.

É°T…: يحتوي كوب من الشاي الأخضر على mg 35 من الكافايين، ويمكن للأشخاص اليافعين التخلص 
من %12.5 تقريبًا من كمية الكافايين من أجسامهم في الساعة. 

ية تمثِّل كمية الكافايين المتبقية في جسم  أوجد دالة أسّ  (a  

اليافعين بعد شرب كوب من الشاي الأخضر، ثم مثّلها بيانيًّا 
باستعمال الحاسبة البيانية.

33É v«fÉ«H »°SC’G ƒªædG ∫GhO π«ãªJ

 ºgCG óMCG á«fÉµ°ùdG äGAÉ°üME’G ó©oJ
 É¡Ñ∏£àj »àdG äÉfÉ«ÑdG QOÉ°üe

 ä’ÉéªdG »a …ƒªæàdG §«£îàdG
 …ôLCG óbh .á«YÉªàL’Gh ájOÉ°üàb’G

 ΩÉY áµ∏ªªdG »a »fÉµ°S OGó©J ∫hCG
 áµ∏ªªdG ¿Éµ°S OóY ¿Éch , ̀g 1394

.ÉkÑjô≤J áª°ùf ø«jÓe 7 òÄæ«M


 ájƒÄªdG áÑ°ùædG

 Ö°ùædG ∫Éµ°TCG ™«ªL ¿CG ô qcòJ
 Qƒ°ùc ≈dEG ∫ƒëàJ ájƒÄªdG

, kÓãªa .ájô°ûY
12.5% = 0.125» q°SC’G ∫Óëª°V’G ∫Ghód (ΩC’G) á°ù«FôdG ádGódG

(1, b)(0, 1)

(−1,   )1
b

f (x) = bx,
0 < b < 1

O

f(x)

x

44É v«fÉ«H » q°SC’G ∫Óëª°V’G ∫GhO π«ãªJ

 ±ÓîH Ió°ùcC’G π«∏b ô°†NC’G …É°ûdG 
 ¢†©H âàÑKCG óbh ,Oƒ°SC’G …É°ûdG

 øjòdG ¿CG á«Ñ£dGh á«ª∏©dG äÉ°SGQódG
 ká°Vô oY πbCG ô°†NC’G …É°ûdG ¿ƒHô°ûj

 áæ«©e ´GƒfCGh Ö∏≤dG ¢VGôeCÉH áHÉ°UEÓd
.¿ÉWô°ùdG øe
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y = a(1 - r)t    

= 35(1 - 0.125)t    

= 35(0.875)t    

لاحظ التمثيل البياني للدالة باستعمال الحاسبة البيانية.   

ا من الشاي الأخضر. ر كمية الكافايين المتبقية في جسم شخص يافع بعد 3 ساعات من شربه كوبً قدّ  (b  

a ´ôØdG øe ádOÉ©ªdG y = 35(0.875)t

t øeõdG øe k’óH 3 ¢V uƒY = 35(0.875)3

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 23.45

سيبقى في جسم هذا الشخص 23.45mg من الكافايين تقريبًا بعد 3 ساعات.   

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
يحتوي كوب من الشاي الأسود على 68mg من الكافايين. أوجد معادلة أسية تمثِّل كمية الكافايين المتبقية   (4  

ر كمية  ا من الشاي الأسود، ومثِّلها بيانيًّا مستعملاً الحاسبة البيانية، ثم قدِّ في جسم شخص يافع بعد شربه كوبً
الكافايين المتبقية في جسمه بعد ساعتين من شربه الكوب.

á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdG: تؤثِّر التحويلات الهندسية في شكل منحنى الدالة الرئيسة (الأم) لكلٍّ من دالتي النمو 
الأسي والاضمحلال الأسي كما هو الحال في باقي الدوال، وستقتصر دراستنا على بعض التحويلات الهندسية لهاتين 

الدالتين. 

»°SCGôdG ÜÉë°ùf’G
:f (x) ≈æëæªd ÜÉë°ùfG ƒg g (x) = f (x) + k ≈æëæe

. k > 0 ÉeóæY ≈∏YCG ≈dEG IóMh k  •
. k < 0 ÉeóæY πØ°SCG ≈dEG äGóMƒdG øe |k|  •

y

O x

g (x) = f (x) + k
y = f (x)

y

O x

y = f (x)

g(x)= f(x) - k

»≤aC’G ÜÉë°ùf’G
 :f (x) ≈æëæªd ÜÉë°ùfG ƒg g(x) = f(x - h) ≈æëæe

. h > 0  ÉeóæY ø«ª«dG ≈dEG äGóMƒdG øe h  •
. h < 0 ÉeóæY QÉ°ù«dG ≈dEG äGóMƒdG øe |h|  •

O

y

x

y = f (x)

g(x) = f(x - h)

O

y

x

y = f (x)

g(x) = f(x + h)

»≤aC’G ÜÉë°ùf’Gh »°SCGôdG ÜÉë°ùf’G
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 ≈æëæªd ¢SÉµ©fG ƒg g(x) =  f (- x) ádGódG ≈æëæe
. y QƒëªdG ∫ƒM f (x) ádGódG

y

xO

y= f (x) g(x)= f(-x)

:ƒg  g (x) = a f ( x) ádGódG ≈æëæe ¿EÉa ،ÉkÑLƒe Év«≤«≤M GkOóY a ¿Éc GPEG

. a > 1 âfÉc GPEG , f (x) ≈æëæªd »°SCGQ ™°SƒJ

y

O x

y = f (x)

g(x) = a  f (x), a > 1 

0 < a < 1 âfÉc GPEG ، f (x) ≈æëæªd »°SCGQ ≥«°†J

y

O x

y = f (x)

g(x) = a  f (x), 0 < a < 1 

د مجالها، ومداها: مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا، وحدِّ

 y = 2x + 1  (a  

د نقاط التمثيل البياني للدالة الأم  y =  2  x. بما أن 1<2 فالدالة دالة نمو أسي، لذا استعمل النقاط  حدِّ   

 _ 1   ,1-) ، والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل 
2
 _ 1   ,1-)   أي النقاط (2 ,1)، (1 ,0)،   (  

b
  ) ، (0, 1) ،(1, b)

ا لمنحنى الدالة الرئيسة (الأم)  البياني للدالة y = 2x، بما أن k = 1 فإن المعادلة  y =  2  x  + 1  تمثِّل انسحابً
ا، فإن التمثيل البياني  y = 2 x  وحدة واحدة إلى أعلى. وبالاستعانة بالأزواج المرتبة الواردة في الجدول أيضً

للدالة y =  2  x  + 1 يكون كما هو موضح أدناه.

O

y

x32

2
3
4
5
6
7
8

1-1-2-3-4

1
y = 2x +1

y = 2x 

  

x  2  x  + 1  y

-3  2  -3  + 1 1   1 _ 
8
  

-2  2  -2  + 1 1   1 _ 
4
  

-1  2  -1  + 1 1   1 _ 
2
  

0  2  0  + 1 2

1  2  1  + 1 3

2  2  2  + 1 5   
{y | y > 1} هو ￯والمد ،(R) المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية   

y QƒëªdG ∫ƒM ¢SÉµ©f’G

 »°SCGôdG OóªàdG 
 :»°SC’G ∫Óëª°V’G

 ø«H §∏îdG ΩóY øe ócCÉJ
 ,á«fÉ«ÑdG äÓ«ãªàdG ≥««°†J

 ∫Óëª°V’Gh .|a|< 1 å«M
0 < b < 1 å«M ,»°SC’G

»°SC’G ƒªædG ∫Ghód á«fÉ«ÑdG äÓ«ãªàdG äÓjƒëJ 5


 »fÉ«ÑdG π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°S
 5 ∫ÉãªdG »a ø«àdGódG ∫Éée

 OGóYC’G áYƒªée ƒg
 ¿CG ôcòJ .(R) á«≤«≤ëdG

 »fÉ«ÑdG π«ãªàdG »aôW ∑ƒ∏°S
 »fÉ«ÑdG π«ãªàdG ∑ƒ∏°S ƒg

 hCG ájÉ¡f’Ée øe x ÜGôàbG ™e
 »a ßMÓf .ájÉ¡f’Ée ÖdÉ°S
 x ÜGôàbG ™e ¬fCG  (5 a)∫ÉãªdG

 øe y Üôà≤J ,ájÉ¡f’Ée øe
 ÉeóæY ÉeCGh ,É k°†jCG ájÉ¡f’Ée

 ,ájÉ¡f’Ée ÖdÉ°S øe x Üôà≤J
 »ah .1 øe Üôà≤J y ¿EÉa

 x Üôà≤J ÉeóæY  (5 b)∫ÉãªdG
 Üôà≤J y ¿EÉa ájÉ¡f’Ée øe

 ÉeCGh ,ájÉ¡f’Ée ÖdÉ°S øe
 ÖdÉ°S øe x Üôà≤J ÉeóæY

 øe Üôà≤J y ¿EÉa ,ájÉ¡f’Ée
 .ôØ°üdG
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y = -   1 _ 
2
   · 5 x - 2  (b  

د نقاط التمثيل البياني للدالة الأم  y =  5  x. بما أن 1<5  فالدالة  حدِّ   

 _ 1   ,1-)   أي النقاط 
b
  ) ، (0,1) ،(1,b) دالة نمو أسي، لذا استعمل النقاط

 _ 1   ,1-)   والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل 
5
  )  ،(0, 1) ،(1, 5)

 y = 5x البياني للدالة

 _ a = -   1: ينعكس التمثيل البياني حول المحور x ويضيق رأسيًّا. 
2
   •   

• h = 2: يسحب التمثيل البياني وحدتين إلى اليمين.   

• k = 0: لا يوجد انسحاب رأسي للتمثيل البياني.   

{y | y < 0} هو ￯والمد ، (R) المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية   

 ∂ª¡a øe ≥≤ëJ
y = 0.1(6)x - 3  (5B  y = 2x + 3 - 5  (5A 

د مجالها ومداها.  _ y = 2   (  1  بيانيًّا، وحدّ
4
  )   

x + 2
مثّل الدالة  3 -     

 _ 1   > 0 ؛ فالدالة دالة اضمحلال أسي، لذا 
4
 _ y =   (  1 . بما أن 1 >   

4
  )   

x
د نقاط التمثيل البياني للدالة الأم    حدِّ   

(-1,4) ،  (0,1)،  (1,  1 _ 
4
استعمل النقاط  (  

. y =   (  1 _ 
4
  )   

x
والتمثيل البياني للدالة هو تحويل للتمثيل البياني للدالة     

a = 2 : يتسع التمثيل البياني رأسيًّا.  •

h = -2 : يسحب التمثيل البياني وحدتين إلى اليسار.  •

k = -3 : يسحب التمثيل البياني 3 وحدات إلى أسفل.  •

المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية، والمد￯ هو مجموعة الأعداد الحقيقية الأكبر من 3- .   

 ∂ª¡a øe ≥≤ëJ

y =   3 _ 
8
     (  5 _ 

6
  )   

x - 1
  + 1  (6  

O

y

x

y = −    · 5x − 21
2

y = 5x

1

1

2

2

3

3
4
5
6

É v«fÉ«H »°SC’G ∫Óëª°V’G ∫GhO äÓjƒëJ π«ãªJ 6

O

y

x

1
4

y = (   )x
   

y = 2(   )x + 2
- 31

4

1 2

2
1

د مجالها ومداها،  ا، وأوجد مقطع المحور y، وحدّ مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّ
ثم استعمل تمثيلها البياني؛ لتقدير قيمة المقدار العددي المعطى إلى أقرب 

(1 ∫Éãe) :.جزء من عشرة، واستعمل الآلة الحاسبة للتحقق من ذلك

2  1.5   ، y =  2  x   1(  

 2(8 )  -0.5  ، y = 2(8 )  x  2(  

د مجالها ومداها،  ا، وأوجد مقطع المحور  y، وحدّ مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّ
ثم استعمل تمثيلها البياني؛ لتقدير قيمة المقدار العددي المعطى إلى أقرب 

(2 ∫Éãe) :.جزء من عشرة، واستعمل الآلة الحاسبة للتحقق من ذلك

 3 (  1 _ 
4
   )  0.5  ،y = 3 (  1 _ 

4
   )  x  4(   2 (  1 _ 

6
   )  1.5  ، y = 2 (  1 _ 

6
   )  x   3(  

Üƒ°SÉM: يزداد انتشار فيروس في شبكة حاسوبية بمعدل %25 كل   5(  
دقيقة. إذا دخل الفيروس إلى جهاز واحد عند البداية، فأوجد دالة أسية 

تمثل النمو في انتشار الفيروس منذ البداية، ثم مثلها بيانيًّا باستعمال 
(3 ∫Éãe) .الحاسبة البيانيّة




 ádGódG äÓjƒëJ π«ãªJ

 :Év«fÉ«H á«°SC’G
 ióMEG ∫Éª©à°SG øµªj

 π«ãªàd ;ø«à«JB’G ø«à≤jô£dG
 »°SC’G ƒªædG ∫GhO äÓjƒëJ
 :Év«fÉ«H »°SC’G ∫Óë°V’Gh

 äÓjƒëàdG ∫Éª©à°SG   -
 ,ΩC’G ádGó∏d á«°Sóæ¡dG

 º«≤d ∫hóéH ∂dP õjõ©Jh
 ¿ƒµJ ’ ÉeóæY ádGódG
 á«°Sóæ¡dG äÓjƒëàdG

 ójõªd ;áë°VGhh á«aÉc
 ∫ÉãªdG »a Éªc ,ábódG øe

5A
 äÓjƒëàdG ∫Éª©à°SG   -
 qΩC’G ádGó∏d á«°Sóæ¡dG

 ø«dÉãªdG »a Éªc ,§≤a
5B , 6
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äGQÉ«°S: سيارة كان سعرها 80000 ريال، ثم بدأ يتناقص بمعدل   6(  
%15 كل سنة. أوجد دالة أسية تمثل سعر السيارة بعد t سنة من 

ر سعر السيارة  شرائها، ثم مثِّلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية. ثم قدِّ
(4 ∫Éãe) .بعد 20 سنة من شرائها

(5 ∫Éãe) :د مجالها ، ومداها ا، وحدّ مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّ

f (x) = 4x + 1 - 5  8(  f (x) = 2(3)x  7(  

f (x) = 3x - 2 + 4  10(  f (x) =  2  x+1  + 3  9(  

f (x) = 0.25(4)x - 6  12(  f (x) = 3(2)x + 8  11(  

(6 ∫Éãe) :مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا، وحدد مجالها، ومداها

f (x) = -   1 _ 
2
     (  3 _ 

4
  )   

x + 1
  + 5  14(  f (x)  = 2  (  2 _ 

3
  )   

x - 3
  - 4  13(  

f (x) =   1 _ 
8
     (  1 _ 

4
  )   

x + 6
  + 7  16(  f (x)  = -   1 _ 

3
     (  4 _ 

5
  )   

x - 4
  + 3  15(  

f (x) =  -   1 _ 
2
     (  3 _ 

8
  )   

x + 2
  + 9  18(  f (x) =  - 4   (  3 _ 

5
  )   

x + 4
  + 3  17(  

Ωƒ∏Y: يتكاثر نحل في خلية، فيزداد العدد بمعدل %30 كل أسبوع.   19(  
إذا كان عدد النحل في البداية 65 نحلة، فأوجد دالة أسية تمثل عدد 
ر  النحل بعد t أسبوع، ومثلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية، ثم قدّ

عدد النحل بعد 10 أسابيع.

Ωób Iôc: تناقص عدد الحضور لمباريات فريق كرة قدم بمعدل   20(  
%5 لكل مباراة بعد خسارته في أحد المواسم. أوجد دالة أسية تمثل 

عدد الحضور (y) في المباراة (t)، إذا كان عددهم في المباراة الأولى 
ر عدد الحضور  23500، ومثلها بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية، ثم قدّ

في المباراة 15 . 

JGƒg∞: تناقص عدد الهواتف العمومية في الآونة الأخيرة نتيجة   21(  
انتشار الهواتف المحمولة. فإذا كان عدد الهواتف العمومية بالآلاف 
في إحد￯ المدن يعطى بالدالة P(x) = 2.28(0.9)x في السنة x منذ 

 ـ. عام 1420 ه

مثِّل الدالة بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية.  (a  

ح ماذا يمثل مقطع P(x) وخط التقارب في هذه الحالة. وضّ  (b  

áë°U: أخذ مريض حقنة، وفي كل يوم تلى ذلك، استهلك جسمه   22(  
%10 مما تبقى من المادة المحقونة. 

مثّل الدالة التي تعبّر عن هذا الموقف بيانيًّا.  (a  

متى يكون في جسم المريض أقل من %50 من المادة المحقونة؟  (b  

كم يبقى من المادة المحقونة في الجسم بعد 9 أيام؟  (c  

OGóYC’G ájô¶f: تتبع متتابعة عددية نمطًا معينًا، حيث يساوي كل   23(  
حد فيها %125 من الحد السابق له، فإذا كان الحد الأول يساوي 18 

فأجب عما يأتي:  
اكتب الدالة التي تمثل هذا الموقف.  (a  

مثّل الدالة لأول 10 حدود بيانيًّا.  (b  

ب الناتج إلى أقرب عدد صحيح. ما قيمة الحد العاشر؟ قرّ  (c  

إذا كانت f (x) هي الدالة الرئيسة (الأم) لكل دالة ممثلة بيانيًّا أدناه، والتمثيل 
: g(x) فأوجد الدالة ، f (x) هو تحويل للتمثيل البياني لـ g(x) البياني لـ

 25(   24(  

)IOó©àe äÓ«ãªJ  26: ستستعمل لحل هذا التمرين جداول القيم   
. f (x), g(x), h(x) أدناه للدوال الأسية

x -1 0 1 2 3 4 5

f ( x) 2.5 2 1 -1 -5 -13 -29
  

x -1 0 1 2 3 4 5

g ( x) 5 11 23 47 95 191 383
  

x -1 0 1 2 3 4 5

h( x) 3 2.5 2.25 2.125 2.0625 2.0313 2.0156
  

É: مثّل كل دالة بيانيًّا في الفترة x ≤ 5 ≥ 1- على ورقة  v«fÉ«H  (a  
تمثيل بياني مستقلة.

ح إجابتك . É: أي الدوال معاملها (a) سالب؟ وضِّ v«¶Ød  (b  

ا أسيًّا؟ وأيها تمثل اضمحلالاً أسيًّا؟ É: أي الدوال تمثل نموًّ v«∏«∏ëJ  (c  

SQGóe¢: يزداد عدد خريجي إحد￯ المدارس بمعدل 1.055 كل عام   27(  
 ـ. إذا كان عدد الخريجين عام 1434هـ 110 طلاب،  منذ عام 1434ه
فإن الدالة  N = 110 (1.055 )  t تمثل عدد الخريجين في العام t بعد 

العام 1434هـ . ما عدد الخريجين المتوقع في عام 1445هـ ؟

O x

g(x)

O x

g(x)
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

: اكتب دالة أسية يمر منحناها بكل من النقطتين (6 ,1) , (3 ,0) xóëJ  28(  

ا أو  ôjôÑJ: حدد ما إذا كانت كل من الجمل الآتية صحيحة دائمً  29(  

ح إجابتك. ا. وضِّ ا أو غير صحيحة أبدً صحيحة أحيانً

التمثيل البياني للدالة الأسية التي على الصورة  (a  

. y يقطع المحور  y = ab x - h + k

التمثيل البياني للدالة الأسية التي على الصورة  (b  

. x يقطع المحور  y = ab x - h + k

ا، فإن الدالة f (x) =  b x هي دالة  ا صحيحً إذا كان b عددً  (c  

نمو أسي.

CÉ£îdG ∞°ûàcG: طُلب إلى عمر وماجد أن يمثّلا الدالة  30(  

ح  f (x)  بيانيًّا. أي منهما تمثيله صحيح؟ وضِّ = -   2 _ 
3
     (  3 _ 

4
  )   

x - 1
 

إجابتك.

óLÉe

O−6−4−2−8 2 4 6 8 x

8
6
4
2

−4
−6
−8

f(x)

ôªY

O−6−4−2−8 2 4 6 8 x

8
6
4
2

−4
−6
−8

f(x)

 8 mg تتناقص مادة بنسبة %35 مما تبقى كل يوم، إذا بقي منها : xóëJ  31(  

ا في البداية؟ ا من المادة كان موجودً بعد 8 أيام، فكم ملجرامً

 f(x) =   (  8 _ 
b
  )   

x
áMƒàØe ádCÉ°ùe: أعطِ قيمة للثابت b تجعل الدالة    32(  

ي. دالة اضمحلال أسّ

ف التحويل الذي ينقل الدالة  g(x) = bx  إلى الدالة  ÖàcG: صِ  33(  

. f (x) = ab x - h + k



استعمل التمثيل البياني لكل من الدالتين أدناه لتقدير الفترات التي تكون 
فيها الدالة متزايدة، أو متناقصة أو ثابتة مقربة إلى أقرب 0.5 وحدة، ثم عزز 

(1-4 ¢SQódG) :ا إجابتك عدديًّ

 35(   34(  

استعمل منحنى الدالة f (x)  لتمثيل كل من الدالتين 
(1-5 ¢SQódG) :بيانيًّا g (x) = | f (x)| , h(x) = f  (|x|) 

f (x) =   √ ��� x + 3   - 6  37(  f (x) = -4x + 2  36(  

 f (x), g (x) للدالتين ( f + g)(x), ( f - g )(x), ( f · g)(x),  (  
f
 _ g  ) (x) أوجد

(1-6 ¢SQódG) :في كل مما يأتي، وحدد مجال كل من الدوال الناتجة

f (x)  =   x _ 
x + 1

        39(  f (x) =  x   2  - 2 x  38(  

 g(x) =  x   2  - 1   g(x) = x + 9       



أي من الأعداد الآتية لا ينتمي إلى مجال الدالة   f (x) =   √ ��� 4 - 2x ؟  40(  

1  C  3  A  

0  D  2  B  

إذا كانت f(x) =   √ �� x + 1   , g(x) = 4 x  فما قيمة (2) (fog )؟   41(  

3  C    √ � 3   A  

8  D  4   √ � 3   B  

y

x−8 −4

−4

4

8

−8

4 8O

f (x)= x- 3_
x+ 4

y

x-8 -4

-4

4

8

-8

4 8O

f (x) = 0.5(x + 4)(x + 1)(x - 2)



1 
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يمكن استعمال الحاسبة البيانية TI-nspire، لحل المعادلات الأسية بيانيًّا أو باستعمال خاصية الجدول.
ولعمل ذلك اكتب المعادلات الأسية على صورة نظام من المعادلات.

  3x - 4 =   1 _ 
9
استعمل الحاسبة البيانية لحل المعادلة   

تمثيل طرفَي المعادلة بيانيًّا  :1 Iƒ£îdG

 _ 1   في f 2، ثم مثّل 
9
مثّل طرفَي المعادلة بيانيًّا في صورة دالتين مستقلتين، وأدخل  x - 4   3  في  f 1، و     

المعادلتين بيانيًّا، وذلك بالضغط على المفاتيح: 

   3   x - 4      1 _ 
9
   

استعمال ميزة نقاط التقاطع.  :2 Iƒ£îdG
إن ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ في قائمة fÉ«ÑdG º°SôdG π«∏ëJ« تمكنك من تقدير الزوج المرتب الذي   

يمثِّل نقطة التقاطع.
اضغط على مفتاح  واختر  واختر منها  ،   
ا بنقطة التقاطع، سيظهر الزوج المرتب  ك المؤشر مرورً ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة وحرِّ

( 0.111 , 2)؛ أي أن الحل هو 2

استعمال خاصية الجدول  :3 Iƒ£îdG
تستعمل هذه الخاصية عادة لإنشاء جدول لقيم الدالة؛ يسهم في تحليلها (تحديد أصفارها، وتحديد   

خطوط التقارب لها، وتحديد نقطة تقاطع دالتين، .. إلخ). 
تحقق من صحة حلِّك باستعمال hóédG á«°UÉN∫. اعمل جدولاً في شاشة جانبية، وذلك بالضغط 

على مفتاح:  واختر منها  ثم اختر  
يبيِّن الجدول قيم x وقيم f(x) أو y المناظرة لها لكل تمثيل بياني؛ فعندما x = 2 ، يكون للدالتين 

 _ 1   ، وهذا يعني أن حل المعادلة هو 2 .
9
القيمة نفسها، وهي 0.111 ≈   

ض عن x بـ 2 في المعادلة الأصلية. ëàdG≥≤ عوّ  

 =   1 _ 
9
  3x - 4á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

 =   1 _ 
9
  32 - 4x øe k’óH 2 ¢†jƒ©àH

 =   1 _ 
9
  3-2§«°ùÑàdÉH

=   1 _ 
9
    ✓  1 _ 

9
  í«ë°U πëdG

 :øjQÉªJ
استعمل الحاسبة البيانية لحل كل معادلة مما يأتي :

5x - 1 = 2x   4x + 3 = 25x    9x - 1 =   1 _ 
81

    

  6   3x  =  8   x - 1    -3x + 4 = -0.52x + 3    3.5x + 2 = 1.75x + 3   

 :á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG πª©e
á«°SC’G äÉæjÉÑàªdGh ä’OÉ©ªdG πM

Solving Exponential Equations and Inequalities

1 

3( 2( 1(

6( 5( 4(

وبطريقة مشابهة، يمكنك استعمال الحاسبة البيانية TI-nspire لحل متباينات أسية.

  2   x - 2  ≥  0.5   x - 3  استعمل الحاسبة البيانية لحل المتباينة

تمثيل المتباينات المناظرة.  :1 Iƒ£îdG
أعد كتابة المسألة على صورة نظام من المتباينات.  

. y ≥  0.5   x - 3   :والمتباينة الثانية هي ، y ≤  2   x - 2  2   أو   x - 2  ≥ y :المتباينة الأولى هي  

ثم مثِّلها بالضغط على المفاتيح:  

      2   x -2          0.5   x - 3    

فتكون منطقة الحل هي منطقة التظليل المشترك.  

تحديد مجموعة الحل  :2 Iƒ£îdG
مجموعة إحداثيات x للنقاط التي تقع في منطقة تقاطع التظليلين تمثل مجموعة الحل للمتباينة   

 ، واختيار 
 للنقاط التي تقع في منطقة تقاطع التظليلين تمثل مجموعة الحل للمتباينة 

الأصلية، و باستعمال ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ وذلك بالضغط على مفتاح 
 والضغط في أي نقطة على الشاشة 

 وذلك بالضغط على مفتاح
 ثم اختيار 

ا بنقطة التقاطع، سيظهر الزوج المرتب ( 1.41 , 2.5)، حيث يمكن استنتاج  وتحريك المؤشر مرورً
.{x | x ≥ 2.5} أن مجموعة الحل هي

استعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات .  :3 Iƒ£îdG
تحقق من الحل باستعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . أنشئ جدولاً لقيم x بزيادة 0.5 في   

 ، واكتب  y1 =  2   x - 2 في العمود الثاني، 
تحقق من الحل باستعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . أنشئ جدولاً لقيم 

 

تحقق من الحل باستعمال تطبيق القوائم وجداول البيانات . أنشئ جدولاً لقيم 
كل مرة، وذلك بالضغط على المفاتيح :

ة. لاحظ أنه لقيم x الأكبر من   y2 =  0.5   x - 3 في العمود الثالث واختر  في كل مرّ
. {x | x ≥ 2.5}  وهذا يؤكد أن حل المتباينة هو ،y1 > y2  تكون x = 2.5

 :øjQÉªJ
استعمل الحاسبة البيانية لحل كل متباينة مما يأتي :

3x - 4 ≤  5  
  x _ 
2
  
   16x - 1 > 22x + 2   62 - x - 4 < -0.25x - 2.5   

 12   4 x - 7  <  4   2 x + 3    12   x - 5  ≥ 9.32   5x + 3 ≤ 2x + 4   

ا لحل معادلات أو متباينات أسية. ÖàcG: وضح لماذا يكون تمثيل نظام من المعادلات بيانيًّا صالحً   

2 

9( 8( 7(

12( 11( 10(

13(





1
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يمكنك استعمال معلومات عن النمو أو الاضمحلال لكتابة دالة أسية. 

Ωƒ∏Y: بدأ سلطان تجربة مخبرية بـ 7500 خلية بكتيرية. وبعد أربع ساعات أصبح عدد الخلايا البكتيرية 23000 خلية.

اكتب دالة أسية على الصورة  y =  ab   x تمثل عدد الخلايا البكتيرية y بعد x ساعة إذا استمر تغير عدد الخلايا   (a  
ا الناتج إلى أقرب ثلاث منازل عشرية. البكتيرية بالمعدل نفسه مقربً

ض هذه  في بداية التجربة كان الزمن  (x) صفر ساعة ، وعدد الخلايا (y) يساوي 7500 خلية بكتيرية، لذا عوّ   
. a أو قيمة y القيم لإيجاد المقطع

á«°SC’G ádGódG y = abx

7500 Oó©dÉH y øYh , 0 Oó©dÉH x øY ¢†jƒ©àdÉH 7500 = a b 0

 b  0  = 1 7500 = a

 .b ض هذه القيم في الدالة الأسية لتحديد قيمة وعندما x = 4، يصبح عدد الخلايا البكتيرية 23000، عوّ   

7500 Oó©dÉH a øYh ,23000 Oó©dÉH y øYh ,4 Oó©dÉH x øY ¢†jƒ©àdÉH 23000 = 7500 · b 4

7500 ≈∏Y ø«aô£dG Óc áª°ù≤H 3.067 ≈ b4

ø«aô£∏d ™HGôdG QòédG OÉéjEÉH   4
 √ �� 3.067   ≈ b

áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SÉH 1.323 ≈ b

.  y = 7500(1.323)xالدالة التي تمثل عدد الخلايا البكتيرية هي   

ما العدد المتوقع للخلايا البكتيرية بعد 12 ساعة؟  (b  

ájô«àµÑdG ÉjÓîdG OóY πãªJ »àdG ádOÉ©ªdG y = 7500(1.323)x

12 Oó©dÉH x øY ¢†jƒ©àdÉH = 7500(1.323)12

áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SÉH ≈ 215664

سيكون هنالك 215664 خلية بكتيرية تقريبًا بعد 12 ساعة.   

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
æ°üJ IOÉYEG»™: أنتج مصنع 3.2 ملايين عبوة بلاستيكية عام 1436 هـ ، وفي عام 1440 هـ أنتج 420000 عبوة   (2 

بإعادة تصنيع العبوات التي أنتجها عام 1436 هـ. 

بالمعدل نفسه، اكتب دالة أسية على الصورة  y =  ab   x تمثل عدد  التصنيع استمرت  ا أن إعادة  مفترضً  (2A  
ا الناتج إلى أقرب منزلتين عشريتين.  العبوات المعاد تصنيعها y بعد x سنة مقربً

عادة التصنيع عام 1481 هـ؟ كم تتوقع أن يكون عدد العبوات المُ  (2B  

تستعمل الدوال الأسية  في مسائل تتضمن الربح المركب؛ وهو الربح الذي يحسب المبلغ المستثمر (رأس المال) 
ا إليه أي أرباح سابقة، وليس فقط عن رأس المال كما هو في الربح البسيط. مضافً

á¨«°üdG ∫Éª©à°SÉH ÖcôªdG íHôdG ÜÉ°ùM ∂æµªj

A = P (1 +   r _ 
n

  ) 
nt

 …ƒæ°ùdG íHôdG ∫ó©e r , ∫ÉªdG ¢SCGQ hCG √QÉªãà°SG ºJ …òdG »∏°UC’G ≠∏ÑªdG P ,áæ°S t ó©H »∏µdG ≠∏ÑªdG A å«M
.áæ°ùdG »a ∫ÉªdG ¢SCGQ ≈dEG ìÉHQC’G áaÉ°VEG äGôe OóY n ,™bƒàªdG

22á« q°SCG ádGO áHÉàc

 ∂«à°SÓÑdG ôjhóJ IOÉYEG πÑb
 ájhÉµdG GOƒ°üdG IOÉªH ¬∏°ùZ ºàj

 ’h .øNÉ°ùdG AÉªdG É¡«dEG ±É°†ªdG
 OÉ©ªdG äGƒÑ©dG ∫Éª©à°SÉH í°üæj

.á«FGò¨dG OGƒª∏d ÉgôjhóJ

ÖcôªdG íHôdG
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ا نسبته %4.2 ، بحيث تُضاف الأرباح  ا سنويًّ ا ربحً Ée∫: استثمر حمد مبلغ 25000 ريال في مشروع تجاري متوقعً
ا إلى أقرب منزلتين عشريتين؟ إلى رأس المال كل شهر. ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 15 سنة مقربً

أوجد المبلغ الكلي المتوقع بعد 15 سنة.   :º¡aG
بما أنه تتم إضافة الأرباح إلى رأس المال، إذن استعمل صيغة الربح المركب.  :§£N

P = 25000, r = 0.042, n = 12, t = 15  

ÖcôªdG íHôdG á¨«°U A =  P (1 +   r _ 
n

  ) 
nt : qπ oM

P = 25000, r = 0.042, n = 12, t = 15 = 25000 (1 +   0.042 _ 
12

  ) 
12 · 15

áÑ°SÉëdG ∫Éª©à°SÉH ≈ 46888.66
مثّل المعادلة المناظرة بيانيًّا  :≥≤ëJ

 x = عندما y ثم أوجد قيمة ،  f (x) = 25000(1.0035)12x

 ثم اختر 
ثم أوجد قيمة 

15 على الرسم بالضغط على مفتاح 

 

ثم اختر
 واختر منها 
 على الرسم بالضغط على مفتاح

ومنها  ثم اضغط على الرسم البياني 
لتحدد نقطة يظهر الزوج المرتب الذي يمثلها. 

د الإحداثي x للنقطة واكتب 15، سيظهر   ثم حدِّ
لتحدد نقطة يظهر الزوج المرتب الذي يمثلها.

اضغط 
الإحداثي y المقابل 46888.66، إذن الإجابة صحيحة.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

ا نسبته %12 ، بحيث تُضاف الأرباح إلى  ا سنويًّ ا ربحً استثمر علي مبلغ 100000 ريال في مشروع تجاري متوقعً  (3  

ا الناتج إلى أقرب منزلتين عشريتين؟  ا. ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 5 سنواتٍ مقربً رأس المال مرتين شهريًّ

á«°SC’G äÉæjÉÑàªdG πM: المتباينة الأسية هي متباينة تتضمن عبارة أسية أو أكثر.

  x > y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG b x > b y   ¿EÉa , b > 1 ¿Éc GPEG  :»¶Ø∏dG ô«Ñ©àdG
. 2 x > 26 ¿EÉa , x > 6 ; ¿Éc GPEG h , x > 6  ¿EÉa , 2x > 26 ¿Éc GPEG  :∫Éãe

≥ øjÉÑàdG õeQ ™e É k°†jCG á«°UÉîdG √òg ≥≤ëàJ

   x < y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG b x > b y   ¿EÉa , 0 < b < 1 ¿Éc GPEG  :»¶Ø∏dG ô«Ñ©àdG
.   (  1 _ 

2
  )   

x
  >   (  1 _ 

2
  )   

5
 ¿EÉa , x < 5 ; ¿Éc GPEG h , x < 5  ¿EÉa ,   (  1 _ 

2
  )   

x
  >   (  1 _ 

2
  )   

5
 ¿Éc GPEG  :∫Éãe

≥ øjÉÑàdG õeQ ™e É k°†jCG á«°UÉîdG √òg ≥≤ëàJ

  16  2x-3  < 8 لّ المتباينة حُ
á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG  162x-3 < 8

16 = 24 , 8 = 23  (24)2x-3 < 23

Iƒ≤dG Iƒb á«°UÉN  28x - 12 < 23

ƒªædG ádGód øjÉÑàdG á«°UÉN  8x - 12 < 3

ø«aô£∏d 12 ™ªéH  8x < 15

8 ≈∏Y ø«aô£dG áª°ù≤H  x <   15 _ 
8
  

3ÖcôªdG íHôdG


 :ájƒÄe Ö°ùf

 Ö°ùædG ™«ªL πjƒëJ ôcòJ
 ,ájô°ûY Qƒ°ùc ≈dEG ájƒÄªdG

4.2% = 0.042 :πãe


 :OGóYC’G Öjô≤J

 OGóYC’G Öjô≤J ∂æµªj
 å«ëH ,á°TÉ°ûdG ≈∏Y IôgÉ¶dG

 πµ°ûdÉH º°SôdG ≈∏Y ô¡¶J
 §¨°†dÉH ∂dPh Ö°SÉæªdG

 QÉ«àNGh  ìÉàØe ≈∏Y

 

 QÉ«àNG ºK

 

 ,Ö°SÉæªdG Öjô≤àdG QÉ«àNGh
 OóY Ö°ùëH OGóYC’G ô¡¶à°Sh

.áHƒ∏£ªdG ∫RÉæªdG

ƒªædG ádGód øjÉÑàdG á«°UÉN

∫Óëª°V’G ádGód øjÉÑàdG á«°UÉN

4á«°SC’G äÉæjÉÑàªdG πM 
 ∫Óë°V’Gh ƒªædG ÉàdGO

 :»°SC’G
 øjÉÑàdG á«°UÉN ¿CG ßM’
 √òg ¿CG ø«ÑJ ƒªædG ádGód

 ,É¡dÉée ≈∏Y IójGõàe ádGódG
 ádGód øjÉÑàdG á«°UÉN ¿CGh
 √òg ¿CG ø«ÑJ ∫Óëª°V’G

 ≈∏Y á°übÉæàe ádGódG
 .É¡dÉée
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(1 ∫Éãe) :لّ كل معادلة مما يأتي حُ

5 x - 6 = 125  2(  84 x + 2 = 64   

162y - 3 = 4y + 1  4(  35x = 272x - 4  3(  

49x + 5 = 78x - 6  6(   26x = 32x - 2  5(  

256 b + 2 = 42 - 2 b  8(  81a + 2 = 33 a + 1  7(  

82 y + 4 = 16 y + 1  10(  93 c + 1 = 273 c - 1  9(  

Ωƒ∏Y: الانقسام هو عملية حيوية يتم فيها انشطار الخلية إلى   11(  
ا للخلية الأصلية، وتنقسم إحد￯ أنواع الخلايا  خليتين مطابقتين تمامً

(2 ∫Éãe) .البكتيرية كل 15 دقيقة

ية على الصورة  c =  ab   t تمثل عدد الخلايا  اكتب دالة أسّ  (a  
البكتيرية c المتكونة من انقسام خلية واحدة بعد t من الدقائق.  

إذا بدأت خلية بكتيرية واحدة بالانقسام، فكم خلية ستتكون بعد   (b  
ساعة؟

 ـ،  Ée∫: ورث خالد مبلغ 100000 ريال عن والده عام 1430 ه  12(  
ر  ر خالد أن المبلغ المستثمَ واستثمره في مشروع تجاري، وقدّ

(2 ∫Éãe) . سيصبح 169588 ريالاً بحلول عام 1442 هـ
اكتب دالة أسية على الصورة  y = a  b   x تمثل المبلغ y بدلالة   (a  

عدد السنوات x منذ عام 1430 هـ .
افترض أن المبلغ استمر في الزيادة بالمعدل نفسه، فكم سيصبح   (b  

عام 1450 هـ إلى أقرب منزلتين عشريتين؟

ا نسبته 4.3% ،  ا سنويًّ ا ربحً استثمر حسن مبلغ 70000 ريال متوقعً  13(  
بحيث تُضاف الأرباح إلى رأس المال كل شهر. ما المبلغ الكلي 
(3 ∫Éãe) المتوقع بعد 7 سنوات إلى أقرب منزلتين عشريتين؟

ا نسبته 2.25% ،  ا سنويًّ ا ربحً استثمر ماجد مبلغ 50000 ريال متوقعً  14(  
ا. ما المبلغ الكلي  بحيث تُضاف الأرباح إلى رأس المال مرتين شهريًّ

(3 ∫Éãe)  المتوقع بعد 6 سنوات إلى أقرب منزلتين عشريتين؟

(4 ∫Éãe) :حل كل متباينة مما يأتي

25y - 3 ≤  (  1 _ 
125

  ) y + 3  16(  42x+ 6 ≤ 642x - 4  15(  

10 5 b + 2 > 1000  18(  625 ≥ 5a + 8  17(  

 (  1 _ 9  ) 3t + 5 ≥  (  1 _ 
243

  ) t - 6  20(   (  1 _ 
64

  ) c - 2 < 322 c  19(  

اكتب دالة أسية على الصورة  y =  ab   x للتمثيل البياني المار بكل زوج من 
النقاط فيما يأتي:

(4, 81) , (0, 256)  22(  (3,100) , (0, 6.4)  21(  

(4, 21609) , (0, 144)  24(  (5,371293) , (0, 128)  23(  

ضع كوب من الشاي درجة حرارته C°90 في وسطٍ  Ωƒ∏Y: وُ  25(  
درجة حرارته ثابتة وتساوي  C°20، فتناقصت درجة حرارة 

الشاي، ويمكن تمثيل درجة حرارة الشاي بعد t دقيقة بالدالة 
. y(t) = 20 + 70(1.071  )  -t 

أوجد درجة حرارة الشاي بعد 15 دقيقة. (a

أوجد درجة حرارة الشاي بعد 30 دقيقة.  (b  

 ، 60°C إذا كانت درجة الحرارة المناسبة لشرب الشاي هي  (c  
فهل ستكون درجة حرارة الشاي مساويةً لها أم أقل منها بعد 10 

دقائق؟

ا مع  QÉé°TCG: يتناسب قطر قاعدة جذع شجرة بالسنتمترات طرديًّ  26(  

 _ 3    ، إذا بلغ ارتفاع شجرة m 6 ، وقطر 
2
ا للأس    ارتفاعها بالأمتار مرفوعً

قاعدة جذعها 19.1cm ، فاكتب معادلة القطر d لقاعدة جذع الشجرة 
عندما يكون ارتفاعها h متر .

لّ كل معادلة أسية مما يأتي: حُ

  (   1 _ 
2
  ) 

4x + 1
 = 82x + 1  27(  

  (  1 _ 
5
  ) 

x - 5
 = 253x + 2  28(  

216 =  (  1 _ 
6
  ) 

x + 3
 29(  

  (  1 _ 
8
  ) 3x + 4 =  (  1 _ 

4
  ) -2x + 4  30(  

  (  2 _ 
3
  ) 5x + 1 =  (  27 _ 

8
  ) x - 4  31(  

  (  25 _ 
81

  ) 2x + 1 =  (  729 _ 
125

  ) -3x + 1  32(  



1(

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 2x+2 >   1 _ 
32

   (4B   32x-1 ≥   1 _ 
243

   (4A 
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Éµ°S¿: بلغ عدد سكان العالم عام 1950م ، 2.556 مليار نسمة،   33(  
وبحلول عام 1980م أصبح 4.458 مليارات نسمة.

اكتب دالة أسية على صورة y = ab x يمكن أن تمثِّل تزايد عدد   (a  
 x سكان العالم من عام 1950م إلى عام 1980م بالمليار ، حيث
ب قيمة b إلى أقرب جزء من  عدد السنوات منذ عام 1950م (قرّ

عشرة آلاف)
ر عدد  افترض أن تزايد عدد السكان استمر بالمعدل نفسه، فقدّ  (b  

سكان العالم عام 2000 .
إذا كان عدد سكان العالم عام 2000م هو 6.08 مليارات نسمة   (c  

تقريبًا، فقارن بين تقديرك والعدد الحقيقي للسكان.
استعمل الدالة التي توصلت إليها في فرع a لتقدير عدد سكان   (d  

ح إجابتك. العالم عام 2020م. ما دقة تقديرك؟ وضِّ

á«dÉe áaÉ≤K: يُفاضل سعيد بين خيارين للاستثمار الطويل الأمد،   34(  
ويريد أن يختار أحدهما.


  50000  


 ،6.5%


 

 
 50000

 4.2%
 


 
 50000


 ،2.3%


اكتب دالة كل من الخيار الأول والخيار الثاني للاستثمار.  (a  

مثّل بالحاسبة البيانية منحنىً يوضح المبلغ الكلي من كل   (b  
استثمار بعد t سنة.

ر  أي الخيارين أفضل في الاستثمار الخيار الأول أم الثاني؟ فسّ  (c  
إجابتك؟

)IOó©àe äÓ«ãªJ  35: ستستكشف في هذا التمرين الزيادة   
المتسارعة في الدوال الأسية . قصَّ ورقة إلى نصفين، وضع بعضهما 

ا إلى نصفين وضع بعضهما فوق بعض،  هما معً فوق بعض، ثم قصَّ
ر هذه العملية عدة مرات. وكرِّ

دّ قطع الورق الناتجة بعد القص الأول، ثم بعد القص  É: عُ v«°ùM  (a  
الثاني، والثالث، والرابع. 

ن نتائجك في جدول.  É: دوِّ v«dhóL  (b  

É: استعمل النمط في الجدول لكتابة معادلة تمثل عدد  vjõeQ  (c  
قطع الورق بعد القص x مرة.

مك الورقة الاعتيادية بنحو 0.003in ، اكتب  É: يُقدر سُ v«∏«∏ëJ  (d  
مك رزمة الورق بعد قصها x مرة. معادلة تمثل سُ

مك رزمة من الورق بعد قصها 30 مرة؟ É: ما سُ v«∏«∏ëJ  (e  


لّ المعادلة الأسية  : حُ uóëJ  36(  

. 1618 + 1618 + 1618 + 1618 + 1618 = 4x

. x = 2 اكتب معادلة أسية يكون حلها :áMƒàØe ádCÉ°ùe  37(  

. 272x · 81x + 1 = 32x + 2 · 9 4x + 1 أثبت أن :¿ÉgôH  38(  

ا أو صحيحة  د ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمً ôjôÑJ: حدِّ  39(  
ا. وضح إجابتك ا أو غير صحيحة أبدً أحيانً

. x 2  لجميع قيمx > -(820x)  



( 2-1 ¢SQódG) :مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا

y = 4 (  1 _ 
3
  ) 

x
 42(   y = 5(2)x  41(  y = 2(3)x  40(  

( á≤HÉ°S IQÉ¡e) :لّ كل معادلة مما يأتي حُ

  √ ��� 3t - 5   - 3 = 4  44(    √ ��� x + 5   - 3 = 0  43(  

(5x + 7 )  
  1 _ 
5
  
  + 3 = 5  46(    4

 √ ��� 2x - 1   = 2  45(  

(7x - 1 )  
  1 _ 
3
  
  + 4 = 2  48(  (3x - 2 )  

  1 _ 
5
  
  + 6 = 5  47(  

( 1-6 ¢SQódG)  :لكل زوج من الدوال الآتية [ g ◦ h](x) , [h ◦ g](x) أوجد

h(x) = x + 4  50(  h(x) = 2x - 1  49(  

g(x) =  x    g(x) = 3x + 4   

( 1-7 ¢SQódG)  f (x) = 2 x + 1 :أوجد الدالة العكسية للدالة  51(  



ما قيمة x التي تحقق المعادلة x-1 + 7 = 8 7 ؟  52(  

1  C  -1  A  

2  D  0  B  

)53  إذا كانت f (x) = 5x ، فما قيمة f [ f (-1)] ؟  

5  C  -25  A  

25  D  -5  B  
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يمكنك استعمال تعريف اللوغاريتمات لكتابة المعادلات اللوغاريتمية على الصورة الأسّية .

اكتب كل معادلة لوغاريتمية مما يأتي على الصورة الأسية:

log4   1 _ 
256

   = - 4  )b  log2 8 = 3  )a  

  log  4    1 _ 
256

   = - 4      1 _ 
256

   = 4-4    log  2  8 = 3    8 = 23   

∂ª¡a øe ≥≤تح

log3 729 = 6  )1B  log4 16 = 2  )1A 

يمكن استعمال تعريف اللوغاريتمات أيضًا لكتابة المعادلات الأسّية على الصورة اللوغاريتمية.

اكتب كل معادلة أسّية مما يأتي على الصورة اللوغاريتمية:

 4  
  1 _ 
2
  
  = 2  )b  153 = 3375  )a  

 4  
  1 _ 
2
  
  = 2 → log4 2 =   1 _ 

2
    153 = 3375 → log15 3375 = 3   

∂ª¡a øe ≥≤تح

12 5  
  1 _ 
3
  
  = 5  )2B  43 = 64  )2A 

يمكنك استعمال تعريف اللوغاريتم لإيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية.

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد قيمة كل مما يأتي:

log16 4  )a  

VôØH¢ للن لامÑاقI لاو تاقالعا 
y …اد ùJ

log16 4 = y

ºا∞ لاو تاقالôمJ 4 = 16 y

16 = 42 41 = 42y

NاU لا لاعù ادلI اوادلة لألا لا 1 = 2y

ليc º ùت لا£aôلY øو≈ 2   1 _ 
2
   = y

. log16 4 =   1 _ 
2
لذا فإن    

 

log 7   1 _ 
49

   )b  

VôØH¢ للن لامÑاقI لاو تاقالعا 
y …اد ùJ

log 7   1 _ 
49

   = y

ºا∞ لاو تاقالôمJ   1 _ 
49

   = 7 y

  1 _ 
49

   =  7   -2 7 -2 = 7 y

NاU لا لاعù ادلI اوادلة لألا لا -2 = y

 log   7    1 _ 
49

لذا فإن 2- =   

 

∂ª¡a øe ≥≤تح

lo g  
  1 _ 
2
  
  256  )3B  log3 81  )3A 

1صيةSC’ا IQية اإل≈ ال�صوªàيQاZاللو IQال�صو øe حويلàال 
 :ºàيQاZاللو ¢SصاSCا

يا اîلو§ Yول∂ ممaôا لل… 
لألYالg O  لألا اا¢ دللا¡ا لألا¢ 

a« لاعماOأا لاو تاقالعلا; 
 øلØلوîم øلf ا πل لا لمعòا

 AاæKلل »a عا¡æم πc اHلاµا
 ºل¶æJ ≈وY ∂JاYا ùاع ;πëلا

.∂JاHا ùM

2يةªàيQاZاللو IQية اإل≈ ال�صو qصSC’ا IQال�صو øe حويلàال

3يةªàيQاZلو IQاÑة عªيb Oاéاإي
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الî�صاF�¢ ا’SCصاSصية للوZاQيªàات: من تعريف الدوال الأسية واللوغاريتمات يمكنك استنتاج بعض الخصائص 
الأساسية للوغاريتمات.

لPEل cان Y x , b ≠ 1 , b > 0اM O≥ل≥« , aاEن لاüî اüF¢ لأJBلا ë Uلëا:
الÑàريرالîاUصية

lo g  b  1 = 0 b  0  = 1

lo g  b  b = 1 b  1  = b

lo g  b   b  x  = x b  x  =  b  x 

 b  lo g  b x  = x, x > 0 log  b  x = log  b  x

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد قيمة كل مما يأتي إن أمكن:
 log5 125  )a  

= lo g  5   5  3 lo g  5  125 5  3  = 125

= 3lo g  b   b  x  = x

 12  lo g  12  4.7  )c  

= 4.71 2  lo g  12  4.7  b   log  b  x  = x

 log10 0.001  )b  

=  log  10   10   -3  log  10  0.0010.001 =  10  -3 

= -3 log  b   b  x  = x

 log10 (-5)  )d  

 ، x > 0 ف فقط عندما بما أن f (x) =  log  b  x معرَّ   
ف في مجموعة الأعداد  فإن log  10  (-5)  غير معرَّ

الحقيقية.
∂ª¡a øe ≥≤تح

  3  lo g  3    1  )4B   lo g  9  81  )4A 

ا: تُسمى الدالة f (x) = logb x  ، حيث  b ≠ 1 ، وكل من العددين x , b موجبًا  تãªيل الhóا∫ اللوZاQيªàية بيانيًّ
دالة لوغاريتمية. والتمثيل البياني للدالة f (x) = logb x هو التمثيل البياني للدالة الرئيسة (الأم) للدوال اللوغاريتمية.

f (x) = logb x, 0 < b < 1الóالة الرFيùصة (ا’Cم):f (x) = logb x, b > 1الóالة الرFيùصة (ا’Cم):
N�صاæe ¢�Fحæ≈ ملπ ü, ملÑااø, ملõلااN�صاæe ¢�Fحæ≈ الóالة:

الóالة:
¢üايæمل ,øااÑمل ,π üمل

مéع Yا لألYالO لاë≥ل≥لا الéªا∫:
( R  + ) اÑL لاع

مéع Yا لألYالO لاë≥ل≥لا الéªا∫:
( R  + ) اÑL لاع

:ióªال OالYا لألY عéم
(R) ل≥لا≤ëلا

:ióªال OالYا لألY عéم
(R) ل≥لا≤ëلا

:ÜQا≤àال §Ny ق ëلاع:ÜQا≤àال §Ny ق ëلاع
: x Qحوªال ™£≤e1: x Qحوªال ™£≤e1

O

f(x)

x
(  , −1)1

b

(1, 0) (b, 1)

f(x) = Log
b

  
x

O

f(x)

x

(  , −1)1
b

(1, 0)

(b, 1)

f(x) = Log
b

  
x

اتªàيQاZصية للوSصاSC’ا ¢�Fصا�îال 
ا’SC¢ ال�صفر…: 

ô للf¬ أل… a b ≠ 0اEن   • qcòJ
  . b   0  = 1

± ألن  • qôمم ôتل   log   b  0

. x `أل… يلعا ا bx ≠ 0

4اتªàيQاZصية للوSصاSC’ا ¢�Fصا�îا∫ الª©àصSا

يةªàيQاZا∫ اللوhóلل (مC’ا) صةùيFالة الرóال
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مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا:

f (x) = log5 x  )a  

حدّد الأساس.  :1 Iو£îال
b = 5  

حدد نقاطًا على التمثيل البياني .  :2 Iو£îال

بما أن 1 < 5، فاستعمل النقاط  

 (  1 _ 
b
   , -1) , (1, 0), (b, 1)  

. (  1 _ 
5
أي النقاط (1 ,5), (0 ,1) , (1- ,     

مثّل النقاط على المستوى الإحداثي. ثم ارسم المنحنى، ولاحظ أنه متصل ومتزايد، إذ تتزايد   :3 Iو£îال
f (x)  من 0 إلى ما لا نهاية.

f (x) = lo g  
  1 _ 
3
  
  x  )b  

b =   1 _ 
3
   :1 Iو£îال

0 <   1 _ 
3
   < 1  :2 Iو£îال

لذا استعمل النقاط  (1- ,3) , (0 ,1) ,  (1 ,  3 _ 1  ) .   

ارسم المنحنى.  :3 Iو£îال

∂ª¡a øe ≥≤تح

f (x) = lo g   
  1 _ 
8
  
  x  )5B  f (x) = log2 x  )5A 

وتمامًا كما في الدوال الأسية، فإنه يمكنك تطبيق التحويلات لتمثيل الدوال اللوغاريتمية بيانيًّا.

مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا:

f (x) = 3 log10 x + 1  )a  

د نقاط التمثيل البياني للدالة الأم  y = log10 x. بما أن 1<10 حدِّ   

 _ 1   )، أي النقاط (1 , 10)
b
   , -1) , (1 , 0) , (b , 1)  فاستعمل النقاط

 _ 1   ) والتمثيل البياني للدالة المعطاة هو تحويل 
10

   , -1) , (1 , 0)

.f (x) = log10 x للتمثيل البياني للدالة

ا. a = 3 : يتسع التمثيل البياني رأسيًّ  •

h = 0 : لا يوجد انسحاب أفقي.  •

k = 1 : يسحب التمثيل البياني وحدة واحدة إلى أعلى.  •

5ا تãªيل الhóا∫ اللوZاQيªàية بيانيًّ

O x
(  , −1)1

5

(1, 0)
(5, 1)

y = log5x
f(x)

O x

(  , 1)1
3

(3, −1)
(1, 0)

f(x)

y = log   x

6ا تãªيل الhóا∫ اللوZاQيªàية بيانيًّ 
Sصلو∑ Wرa« الãªàيل 

الÑيان« 
 ¬f6 للa لاعثاة »a ßMأ
 ÖL م øم x Üلôم™ ليل

 Üôل≤J f (x)  نEاa ااا¡fماأ
ا. k †ااا للا¡fماأ ÖL ا≈ مEل

1

1

-1
-2
-3

2
3
4
5

2 3 4 5 6 7 8 9 10 x

f(x)

O

f (x)=3log
10

x+1

y = log
10 

x
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f (x) =   1 _ 
2
   lo g  

  1 _ 
4
  
  (x - 3)  )b  

التمثيل البياني للدالة المعطاة هو تحويل للتمثيل البياني للدالة   
. f (x) = lo g  

  1 _ 
4
  
  x

ا.  _ a =   1 : يضيق التمثيل البياني رأسيًّ
2
   •

h = 3 : يسحب التمثيل البياني 3 وحدات إلى اليمين.  •

k = 0 : لا يوجد انسحاب رأسي.  •

∂ª¡a øe ≥≤تح

f (x) =   1 _ 
4
   lo g  

  1 _ 
2
  
  (x + 1) - 5  )6B  f (x) = 2 log3 (x - 2)  )6A 

õgات اVQCصية: يقيس مقياس ريختر شدة الهزة الأرضية، وتعادل شدة الهزة الأرضية عند أي درجة 10 أمثال شدة 

الهزة الأرضية للدرجة التي تسبقها؛ أيْ أن شدة هزة أرضية سجلت 7 درجات على مقياس ريختر تعادل 10 أمثال 
 ، y = 10 x - 1 شدة هزة أرضية سجلت 6 درجات على المقياس نفسه. ويمكن تمثيل شدة الهزة الأرضية بالدالة

حيث x الدرجة على مقياس ريختر. 

استعمل المعلومات المعطاة في فقرة " الربط مع الحياة " لمعرفة شدة أقو￯ هزة أرضية في القرن العشرين.  )a  

لاالاا لألU ولا y = 10 x - 1 

x øم kاأH 9.2 ¢V u Y = 10 9.2 - 1 

§ u ùH = 10 8.2

لا لمعπ لاëاا Ñا = 158489319.2

. y = log10 x + c :واكتبها على الصورة ،y =  10  x-1  أوجد الدالة العكسية للدالة  )b  

بما أن الدالة  y =  10  x-1 متباينة، فإن لها دالة عكسية.   

لاعماOاا لألU ولا y = 10 x - 1

y `ا اÑ ùæااH πMد y د x øلH اةH x = 10 y - 1

Jمôا∞ لاو تاقالعاا y - 1 = log10 x

øلaô£ت لاµ1 ا Oلاما ∞ Vلل y = log10 x + 1

∂ª¡a øe ≥≤تح

.y = 0.5x أوجد الدالة العكسية للدالة  )7  

O 1

1

-2
-3
-4

2
3
4

2 3 4 5 6 7
x

f(x)

y = log1 
x

4

x

77صيةSC’ا∫ اhóصية للùµ©ا∫ الhóال Oاéاإي

للي Iõg i للقV لا a« لا≥ôن 
 ΩاY »لو T âHô V øاô ûلام

Ω 1960, دHو¨â ي J¡ا O 9.2قLاا 

 iôا يôمOد ,ôلîو≈ م≥لاا¢ قاY
cاموا, ديلوâ لBأ± لاµ ùان.



 يةمتيراوغللا وةسيألا لاودلاو تاقالعلا  الف�صل 2 102

 )مثال 1( اكتب كل معادلة لوغاريتمية مما يأتي على الصورة الأسية:

log5 625 = 4 	2) 	log8 512 = 3 	1) 	

log7 343 = 3 	4) 	log2 16 = 4 	3) 	

log3 ​ 1 _ 
27

 ​ = -3 	6) 	log9 ​ 1 _ 
81

 ​ = -2 	5) 	

log9 1 = 0 	8) 	log12 144 = 2 	 7) 	

 )مثال 2( اكتب كل معادلة أسية مما يأتي على الصورة اللوغاريتمية:

1​6 ​
​ 3 _ 
4
 ​
​ = 8 	10) 	113 = 1331 	9) 	

6-3 = ​  1 _ 
216

 ​ 	12) 	9-1 = ​ 1 _ 
9
 ​ 	11) 	

46 = 4096 	14) 	28 = 256 	13) 	

2​5 ​
​ 3 _ 
2
 ​
​ = 125 	16) 	2​7  ​

​ 2 _ 
3
 ​
​ = 9 	15) 	

 )ملاثالان 4 ,3( دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد قيمة كلٍّ مما يأتي:

log6 1 	19) 	log2 ​  1 _ 
128

 ​ 	18) 	log13 169 	17) 	

log10 0.01 	22) 	log10 10 	21) 	log41 	20) 	

log6 216 	25) 	log4 ​ 1 _ 
64

 ​ 	24) 	log3 ​ 1 _ 
9
 ​ 	23) 	

log121 11 	28) 	log32 2 	27) 	log27 3 	26) 	

lo​g ​
​ 1 _ 
6
 ​
​ ​  1 _ 
216

 ​ 	31) 	lo​g ​
​ 1 _ 
8
 ​
​ 512 	30) 	lo​g ​

​ 1 _ 
5
 ​
​ 3125 	29) 	

 )ملاثالان 6 ,5( مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا:

f (x) = lo​g ​
​ 1 _ 
6
 ​
​ x 	33) 	f (x) = log3 x 	32) 	

f (x) = 2 lo​g ​
​ 1 _ 
10

 ​
​ x - 5 	35) 	 f (x) = 4 log4 (x - 6) 	34) 	

f (x) = lo​g ​
​ 1 _ 
9
 ​
​ x 	37) 	f (x) = 4 log2 x + 6 	36) 	

f (x) = 6 lo​g ​
​ 1 _ 
8
 ​
​ (x + 2) 	39) 	f (x) = -3 lo​g ​

​ 1 _ 
12

 ​
​ x + 2 	38) 	

f (x) = lo​g ​
​ 1 _ 
4
 ​
​ (x + 1) - 9 	41) 	 f (x) = -8 log3 (x - 4) 	40) 	

 عُد إلى فقرة "لماذا؟" بداية الدرس. أوجد معكوس الدالة  علوم: 	42) 	
  )مثال 7( اللوغاريتمية المعطاة.

 _ n = log2 ​ 1 درجة زر ضبط الإضاءة في آلة 
p
 تمثل الصيغة ​  ت�صوير: 	43) 	

التصوير والمستعملة عند نقص الإضاءة، حيث p نسبة ضوء الشمس 
 )مثال 7( في منطقة التقاط الصورة.

أُعدت آلة تصوير خالد لتلتقط الصورة تحت ضوء الشمس  	)a 	
المباشر، ولكن الجو كان غائمًا. إذا كانت نسبة الإضاءة في 

 _ 1 ​ الإضاءة في اليوم المشمس، فأي درجات 
4
اليوم الغائم تعادل ​ 

زر ضبط الإضاءة يجب أن يستعملها خالد لتعويض نقص 
الإضاءة؟

مثّل الدالة بيانيًّا. 	)b 	

استعمل التمثيل البياني في الفرع b لتقدير نسبة إضاءة الشمس  	)c 	
إذا قلت درجة زر ضبط الإضاءة 3 درجات. هل يؤدي ذلك إلى 

زيادة الإضاءة أم نقصانها؟

 لقياس مدى احتفاظ الطلاب بالمعلومات، يتم عادة  تربية: 	44) 	
اختبارهم بعد وقت من تعلمها، ويمكن تقدير درجة سلمان في 
مادة الرياضيات بعد انتهاء الفصل الدراسي باستعمال المعادلة 

y(t) = 85 - 6 log2 (t + 1) ، حيث t عدد الأشهر التي مضت 
بعد انتهاء الفصل الدراسي.

ما درجة سلمان في نهاية الفصل الدراسي (t = 0) ؟ 	)a 	

ما درجته بعد مضي 3 أشهر؟ 	)b 	

ما درجته بعد مضي 15 شهرًا؟ 	)c 	

�مثّل الدالة f (x) = 15 ​log ​ 14​ (x + 1) - 9  بيانيًّا. 	45)

 اكتب معادلة لدالة يكون تمثيلها البياني يشبه التمثيل  ا: تحليليًّ 	46) 	
البياني للدالة y = log3 x بعد إزاحتها 4 وحدات إلى اليسار ووحدة 

إلى أعلى.

 تزداد المبيعات عادة مع زيادة الإنفاق على الدعاية  �إعلانات: 	47) 	
والإعلان، وتقدر قيمة المبيعات لشركة بآلاف الريالات بالمعادلة، 
S(a) = 10 + 20 log 4(a + 1) ، حيث a المبلغ الذي يتم إنفاقه 

. a ≥ 0 ،على الدعاية والإعلان بآلاف الريالات

تعني القيمة S(0) ≈ 10 أنه إذا لم يُنفق شيء على الدعاية  	)a 	
والإعلان، ستكون المبيعات 10000 ريال. أوجد كًّال 

.S (3), S (15), S (63) :من

.a ر معنى كل من القيم التي أوجدتها في الفرع فسِّ 	)b 	

مثّل الدالة بيانيًّا. 	)c 	

 a وإجابتك في الفرع ، c استعمل التمثيل البياني في الفرع 	)d 	
لتفسير تناقص أثر الدعاية عند إنفاق مبالغ كبيرة عليها.


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اMCياA: زمن الجيل بالنسبة للخلايا البكتيرية هو الزمن اللازم   48)  
ليصبح عددها مثليْ ما كان عليه. فإذا كان زمن الجيل G لنوع معين 

 _ G  =   t ، حيث t الفترة الزمنية، 
3.3 logb f

من البكتيريا يُعطى بالصيغة   
b عدد الخلايا البكتيرية عند بداية التجربة، f عدد الخلايا البكتيرية 

عند نهاية التجربة.

يبلغ زمن الجيل لبكتيريا مجهرية h 16 ، ما الزمن الذي تحتاج   )a  
إليه 4 خلايا بكتيرية من هذا النوع ليصبح عددها 1024 ؟

إذا كان زمن الجيل لنوع من البكتيريا المخبرية h 5، فما الوقت   )b  
الذي تحتاج إليه 20 خلية بكتيرية من هذا النوع ليصبح عددها 

160000 خلية؟

تتكاثر بكتيريا E.coli بسرعة، بحيث تتكاثر 6 منها لتصبح   )c  
. E.coli 4.4 . احسب زمن الجيل لبكتيريا h 1296 خلال


اûàcص∞ الàîªل∞: حدد العبارة المختلفة عن العبارات الثلاث   49)  

الأخرى؟ فسر إجابتك.

log4 16 log2 16 log2 4 log3 9

: إذا كان y = log b x ، حيث b, x, y أعداد حقيقية، فإن  uóتح  50)  
الصفر ينتمي إلى المجال دائمًا أو أحيانًا أو لا ينتمي أبدًا. وضح 

إجابتك.

اûàcص∞ الî£اC: يقول فهد: إن التمثيل البياني لجميع الدوال   51)  
اللوغاريتمية يقطع المحور y في النقطة (1 ,0) ؛ لأن أي عدد مرفوع 

للأس صفر يساوي 1، ولكن سليمان لم يوافقه الرأي. أيهما على 
صواب؟ فسر إجابتك.

 ، lo g  
  1 _ 
7
  
اûàcص∞ الî£اC: أوجدت كل من مها ومريم قيمة 49    52)  

أيٌّ منهما إجابتها صحيحة؟ برر إجابتك.

ºjôe

 lo g  
  1 _ 7  

  49 = y

 (  1 _ 7  )y = 49

 (7–1)y = 72

 (7)–y = 72

 y = -2

É¡e
 lo g  

  1 _ 
7

  
  49 = y

 49  y =   1 _ 7  
 (7 2)  y = (7)–1

 7 2y = (7)–1

 2y = –1
 y = –   1 _ 2  

  

تÑرير: دون استعمال الآلة الحاسبة، بيِّن أي القيم التالية أكبر،   53)  
log7 51, log8 61, log9 71 :ر إجابتك وبرِّ

ùeصاCلة eفàوMة: اكتب عبارة لوغاريتمية على الصورة   54)  
y = log b x لكل من الحالات الآتية:

y تساوي 25   )a  

y عدد سالب  )b  

y بين 0 و 1  )c  

x تساوي 1  )d  

اÖàc: إذا كان g(x) = a log10 (x - h) + k تحويلًا للدالة   55)  
اللوغاريتمية log10 x ، فاشرح كيفية تمثيل هذا التحويل بيانيًّا.



مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا: )لااقا¢ 2-1 (

y = -2.5(5)x  57)   y = -    (  1 _ 
5
  )  

x
   56)  

 y = 0.2(5)-x  59)   y = 30-x  58)  

لّ كل متباينة مما يأتي: (الدرس 2-2( حُ

22n ≤   1 _ 
16

   61)  3n - 2 > 27  60)  

325p + 2 ≥ 165p  63)  16n < 8n + 1  62)  

(64  إذا كان x + 2 = 48 4 ، فأوجد قيمة 4x؟ )لااقا¢ 2-2(   

لّ كل معادلة مما يأتي، وتحقق من صحة حلك: (الدرس 2-2( حُ

 26x = 45x + 2  66)   9x =   1 _ 
81

   65)  

   9  x
2
  = 2 7  x

2 - 2  68)   493p + 1 = 72p - 5  67)  



ما قيمة x في المعادلة  log8 16 = x؟  69)  

  1 _ 2   A    3 _ 4   B    4 _ 3   C  2  D  

 _ log2   1؟
32

ما قيمة     70)  

5  A    1 _ 5   B  -   1 _ 
5
   C  - 5  D  

ما مقطع y للدالة الأسية y =  4   x  - 1 ؟  71)  

0  A  1  B  2  C  3  D  


